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Аннотация. Статья посвящена построению равномерных асимптотик решений уравнения 3-го по-
рядка с голоморфными коэффициентами с произвольной иррегулярной особенностью в пространстве
функций экспоненциального роста. В общем виде задача построения асимптотик решений диффе-
ренциальных уравнений в окрестностях иррегулярных особых точек была сформулированна Пу-
анкаре в его статьях посвященных аналитической теории дифференциальных уравнений. Задача
построения асимптотик для уравнений с вырождениями произвольного порядка в случае кратных
корней решена только для некоторых частных случаев, например, когда уравнение имеет второй
порядок. Основным методом решения задачи для уравнений с вырождениями старших порядков
являются метод повторного квантования, основанный на преобразовании Лапласа — Бореля, кото-
рый был создан для построения асимптотик решений дифференциальных уравнений в окрестности
иррегулярных особых точек в случае, когда основной символ дифференциального оператора имеет
кратные корни. Задача о построении асимптотик решений уравнений старших порядков значительно
сложнее. Для ее решения применяется метод повторного квантования, который не потребовался при
решении аналогичной задачи для уравнений 2-го порядка. Здесь решается модельная задача, кото-
рая является важным следующим шагом к решению общей проблемы сформулированной Пуанкаре,
проблемы построения асимптотик решений в окрестности произвольной иррегулярной особой точ-
ки для уравнения произвольного порядка. Задача дальнейших исследований состоит в обобщении
метода решения, изложенного в статье на уравнения произвольных порядков.
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1. Введение

Любые задачи о построении асимптотик решений дифференциальных уравнений,
описывающих физические процессы связаны с анализом поведения функций при очень
больших или очень малых значениях одного из физических параметров. В частности,
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при рассмотрении асимптотик решения задач теории колебаний и задач теории дифрак-
ции.

Существует формальная теория асимптотических разложений, построенная на неко-
торых, на первый взгляд, неожиданных свойствах дифференциальных операторов, так
как она оперирует расходящимися рядами, которые как показал Пуанкаре, являются
асимптотическими. Для подробного ознакомления с теорией асимптотических рядов см.,
например, [1, 2].

Асимптотическая теория была развита для обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго порядка и применяется, в том числе, при изучении задач для уравнений
математической физики в окрестностях особых точек, одной из которых является бес-
конечность. Примеры применения этой теории к уравнениям математической физики
приведены в [3].

Развивая этот подход для уравнений высших порядков, в настоящей работе мы изу-
чаем уравнение третьего порядка. При исследовании возникает ряд технических труд-
ностей, одной из которых является необходимость применения метода повторного кван-
тования, успешно разработанного для задач построения асимптотик решений уравнений
с вырождением второй степени. С помощью метода повторного квантования задача по-
строения асимптотик решений для уравнений с вырождением второй степени произволь-
ного порядка ранее представлена в [4, 5].

В данной статье преодолены эти трудности, что может позволить сделать следующий
шаг к общему случаю, т. е. к изучению асимптотик решений уравнений произвольного
порядка.

Рассмотрим уравнение вида

α3(r)

(
d
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)3

u+ α2(r)

(
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)2

u+ α1(r)

(
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)
u+ α0(r)u= 0, (1)

где αi(r), i = 0, 1, 2, 3, — произвольные голоморфные коэффициенты. Без ограничения
общности будем считать, что точка r = 0 является особой точкой решения уравнения (1).
В этом случае a3(0) = 0.

В работе [6] доказано, что любое дифференциальное уравнение с голоморфными или
мероморфными коэффициентами, а именно уравнение (1) может быть приведено к виду
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где ai(r), i = 0, 1, 2, — голоморфные функции, а m — некоторое целое неотрицательное
число. Также в этой работе найдено минимальное m. Если m = 0, то ноль является
неособой точкой, если m = 1, то точка r = 0 является регулярной особой точкой и
асимптотики решений являются конормальными, т. е. будут иметь вид

u ≈
n∑

i=1

rσi lni r
∞∑

k=0

Ak
i r

k.

Конормальные асимптотики исследованы, в частности, для параболических уравнений
в [7], эллиптических уравнений в [8], эллиптических уравнений и систем в весовых про-
странствах в [9, 10].

Если m > 1, m ∈ N , то точка r = 0 является иррегулярной особой точкой, и именно
этот случай для произвольного m до сих пор не исследован. Заметим, что в работах [4, 5]
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построены равномерные асимптотики для случая m = 2, что соответствует построению
асимптотики решения уравнения (1) в бесконечно удаленной особой точки в случае, когда
α3(r) = 1.

В работе [3] построены асимптотики для уравнений 2-го порядка с произвольными
особенностями в нуле. Однако метод, примененный для уравнений 2-го порядка, не под-
ходит для уравнения старших порядков.

В этой статье мы будем использовать метод повторного квантования, который был
сформулирован в работах [11, 12]. Данным методом в работах [4, 5] была решена задача
о построении асимптотик решений обыкновенных дифференциальных уравнений с го-
ломорфными коэффициентами в окрестности бесконечно удаленной особой точки. Этот
же метод мы будем применять в настоящей работе. Здесь мы развиваем этот метод так,
чтобы он мог в дальнейшем быть применен к уравнениям любого порядка.

В работе [13] построены равномерные асимптотики решений волнового уравнения с
мероморфным коэффициентом в окрестности особой точки. Далее в работе [3] строятся
равномерные асимптотики для любых дифференциальных уравнений 2-го порядка с ме-
роморфными коэффициентами, что соответствует произвольному порядку вырождения.
Исходя из полученных результатов для уравнений 2-го порядка, здесь получены равно-
мерные асимптотики решений для уравнений математической физики с мероморфными
коэффициентами в окрестностях особых точек. Кроме этого, в работах [11, 12] строят-
ся равномерные асимптотики решений для дифференциальных уравнений порядка n с
голоморфными коэффициентами в окрестности бесконечности при условии an(r) = 1,
которая, вообще говоря, является иррегулярной особенностью.

Отметим также работы [14–16], в которых изучены поведения решений задачи Ко-
ши при больших значениях времени; точнее, получение асимптотического разложения,
характеризующего поведение решения задачи Коши для одномерного гиперболического
уравнения второго порядка с периодическими коэффициентами при больших значениях
временного параметра t. Для получения асимптотик при t → ∞ используются методы
спектральной теории дифференциальных операторов, а также свойства спектра опера-
тора Хилла с периодическими коэффициентами.

Определим основные понятия и сформулируем теоремы, которые мы будем исполь-
зовать для построения асимптотики.

2. Определения и вспомогательные утверждения

Определение 1. Функция f , аналитическая на SR,ε = {r| − ε < arg r < ε, |r| < R},
имеет k-экспоненциальный рост, если существуют такие неотрицательные константы C

и α, что в секторе SR,ε выполнено неравенство |f | < Ce
a

|r|k .
Через Ek(SR,ε) обозначим пространство функций, голоморфных в области SR,ε, кото-

рые k-экспоненциально растут в нуле. Назовем это пространство пространством функций
k-экспоненциального роста.

Если ε может быть выбран любым 0 < ε < 2π, то будем обозначать это пространство
как Ek(SR). Через E(C) обозначим пространство целых функций экспоненциального
роста на плоскости.

Введем обозначение E(SR,ε) = E1(SR,ε). Пространство E(SR,ε) будем называть про-
странством функций экспоненциального роста.

Определение 2. k-преобразованием Лапласа — Бореля функции f(r) ∈ Ek(SR,ε)
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называется отображение Bk : Ek(SR,ε) → E(Ω̃R,ε)/E(C) такое, что

f̃ = Bkf =

r0∫

0

e
−

p

rk f(r)
dr

rk+1
.

Обратное k-преобразование Лапласа — Бореля определяется формулой

B−1
k f̃ =

k

2πi

∫

γ̃

e
p

rk f̃(p) dp.

Контур γ̃ изображен на рис. 1.

Рис. 1. Контур γ̃ и область Ω̃R,ε.

Более подробное описание и свойства преобразования Лапласа — Бореля можно най-
ти в работе [17].

Определение 3. Функция f̃ называется бесконечно-продолжимой, если для любого
числа R существует такое дискретное множество точек ZR в C, что функция f̃ аналити-
чески продолжается из первоначальной области определения вдоль любого пути длины
меньше R, не проходящего через ZR.

Определение 4. Элемент f пространства Ek(SR,ε) называется k-ресургентной функ-
цией, если его k-преобразование Лапласа — Бореля f̃ = Bkf является бесконечно-
продолжимым.

Заметим, что для k-преобразования Лапласа — Бореля верны формулы:

Bk ◦

(
−
1

k
rk+1 ∂

∂r

)
f(r) = pBkf,

∂

∂p
◦Bkf = −Bk

(
1

rk
f(r)

)
.

Доказательство этих формул можно найти в работах [18, 19].
Сформулируем основные результаты, которые были получены в работах [18, 19].
Введем обозначение:

H

(
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)
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(
−rm
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)3
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i=0

ai(r)

(
−rm

d
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)i

.

Функция H(p, r) называется символом дифференциального оператора H
(
− rm d

dr
, r
)
,

а многочлен H0(p) = H(p, 0) называется основным символом оператора.

Теорема 1. Решение уравнения H
(
− rk+1 d

dr
, r
)
u = 0 является k-ресургентной

функцией в пространстве Ek(SR). Если полином H0(p) имеет простые корни в точках



110 Коровина М. В., Матевосян О. А., Смирнов И. Н.

p1, . . . , pm, а функция f является голоморфной, тогда асимптотики решения в простран-

стве Ek(SR) уравнения H
(
− rk+1 d

dr
, r
)
u = f(r) в пространстве Ek(SR) имеют вид:

при k = 0 асимптотики решений являются конормальными;

при k = 1

u(r) ≈

m∑

j=1
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(pj
r

)
rσj
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i=0

Bj
i r

i; (3)

при k > 1, k ∈ N
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при k = m
n
, m ∈ N, n ∈ N, m > n

u ≈
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∞∑
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где сумма берется по объединению всех корней полинома H0(p). Здесь через Bj
i , σj,

j = 1, . . . ,m, обозначены некоторые числа.

Понятие ресургентной функции было введено в работе [20].
Введем обозначение:

r̂n = BrnB−1. (5)

В работе [21] установлено, что

r̂nf̃(p) = (−1)n
p∫
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(p− p′)n−1

Γ(n)
f̃(p′) dp′.

В частном случае, при n = 1

r̂f̃(p) = (−1)

p∫
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f̃(p′) dp′. (6)

Теорема 2. Асимптотика функции B−1e
−
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Здесь αj
n−1, j = 1, . . . , k + n, — корни полинома pn+k +

(
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k

)n+k
(−1)n+1

(
αk
n

)n
, а коэф-

фициенты αj
i при i < n− 1, c ji — некоторые константы.

3. Основные результаты

Из [6] следует, что любое линейное дифференциальное уравнение 3-го порядка может
быть представлено в виде
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где m — целое неотрицательное число, ai, i = 0, 1, 2, — ненулевые константы, ci,
i = 0, 1, 2, — соответствующие голоморфные функции. Вид асимптотики уравнения (8)
зависит от значений ki, i = 0, 1, 2, и m. Во многих случаях уравнение (8) можно при-
вести к виду, когда основной символ имеет простые корни, тогда асимптотика решения
строится с помощью теоремы 1. Однако это возможно сделать не всегда. В остальных
случаях мы будем иметь уравнение с кратными корнями основного символа и будем
использовать метод повторного квантования и применять теорему 2.

Очевидно, что первые четыре слагаемых в левой части уравнения (8) являются глав-
ными, а остальные — младшими членами и не влияют на вид асимптотик решений.
Таким образом, вид асимптотик решений уравнения (8) совпадает с видом асимптотик
уравнения (

−
1

m− 1
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(9)

В работе [3] построены асимптотики для уравнений, где m = 2, здесь будем считать,
что m > 3. Как известно, вид асимптотики решения зависит от вида основного символа.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 3. 1. Пусть основной символ оператора имеет три ненулевых корня

H0(p) = (p− a1)(p − a2)(p − a3). (10)

Тогда асимптотика принадлежит пространству функций экспоненциального роста тогда

и только тогда, когда m = 2. Асимптотики решения имеют вид
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Если m > 2, то асимптотика решений имеет вид
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и будет принадлежать пространству функций экспоненциального роста тогда и только

тогда, когда

α1
m−2 = α1

m−3 = . . . = α1
2 = 0.

2. Пусть основной символ имеет два корня H0(p) = p2(p+a) при условии 0 > m−2−k1
и 2m − 3 − k0 = 0. Асимптотики решений в пространстве функций экспоненциального

роста при m= 2 имеют вид
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(
−a

r

)
rσj

∞∑

i=0

bji r
i +

2∑

j=1

exp

(
αj

r
1

2

)
rσ

1
j

∞∑

i=0

bji r, (13)

а при m > 2 асимптотики в пространстве функций экспоненциального роста будут иметь

вид

u(r) ≈
2∑

j=1

exp

(
αj

r
1

2

)
rσ

1
j

∞∑

i=0

bjir. (14)
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Здесь αj , j = 1, 2, — корни полинома p2+4(m−1)2 a0
a
. В остальных случаях асимптотика

либо конормальна, либо решение регулярно.

3. Пусть основной символ имеет вид H0(p) = p3, тогда асимптотики либо являются

конормальными, либо представимы в виде (10)–(14).

⊳ Рассмотрим три случая.
1. Пусть основной символ имеет три простых корня и представим в виде

H0(p) = (p− b1)(p − b2)(p − b3),

где bi, i = 1, 2, 3, — различные числа. Тогда из теоремы 1 следует, что асимптотики
решений имеют вид

u(r) ≈

3∑

j=1

exp

(
bi

rm−1
+

m−2∑

i=1

αj
m−1−i

rm−1−i

)
rσj

∞∑

i=0

bjir
i. (15)

Пусть корни H0(p) не нулевые. Тогда асимптотика решения уравнения (9) имеет три
асимптотических члена и принадлежит пространству E(SR,ε) тогда и только тогда, когда
m = 2. В этом случае асимптотики решения имеют вид

u(r) ≈

3∑

j=1

exp
(ai
r

)
rσj

∞∑

i=0

bjir
i.

Если один из корней равен нулю, то асимптотики решения имеют вид

u(r) ≈ exp

(
m−2∑

i=1

α1
m−1−i

rm−1−i

)
rσ1

∞∑

i=0

b0i r
i +

3∑

j=2

exp

(
ai

rm−1
+

m−2∑

i=1

αj
m−1−i

rm−1−i

)
rσj

∞∑

i=0

bjir
i.

Если m > 2, то два последних слагаемых в асимптотике отсутствуют, а асимптотика
будет иметь вид

u(r) ≈ exp

(
m−2∑

i=1

α1
m−1−i

rm−1−i

)
rσ1

∞∑

i=0

b0i r
i

и будет принадлежать пространству функций экспоненциального роста тогда и только
тогда, когда

α1
m−2 = α1

m−3 = . . . = α1
2 = 0.

2. Пусть основной символ имеет два корня. В этом случае основной символ имеет вид
H0(p) = p2(p+ a), а уравнение (9) имеет вид

(
−

1

m− 1
rm

d

dr

)3

u+ a

(
−

1

m− 1
rm

d

dr

)2

u+ a1r
k1

(
−

1

m− 1
rm

d

dr

)
u+ a0r

k0u = 0. (16)

Из теоремы 1 следует, что асимптотика, соответствующая корню p = −a, имеет вид

u−a(r) ≈ exp

(
−a

rm−1
+

m−2∑

i=1

αj
m−1−i

rm−1−i

)
rσj

∞∑

i=0

bjir
i. (17)



Асимптотики решений уравнения 3-го порядка 113

Теперь построим асимптотику, соответствующую кратному корню p = 0. Очевидно,
что уравнение (16) можно привести к виду

r3(m−2)

(
1

m− 1

)3(
r2

d

dr

)3

u(r) + c1r
3(m−2)+1

(
r2

d

dr

)2

u(r)

+ c2r
3(m−2)+2

(
r2

d

dr

)
u(r) + c3r

3(m−2t)+3u(r) + ar2(m−2)

(
1

m− 1

)2(
r2

d

dr

)2

u(r)

+ a01r
2(m−2)+1

(
r2

d

dr

)
u(r) + a02r

2(m−2)+2u(r) + a1r
k1+(m−2)

(
1

m− 1

)(
−r2

d

dr

)
u

+a11r
k1+(m−2)+1u+ a0r

k0u(r) = 0.

(18)

Здесь ci, i= 1, 2, 3, и aji , i= 1, 2, — соответствующие коэффициенты. Преобразуем урав-
нение (18) к виду

(
r2

d

dr

)3

u+ c1(m− 1)3 r

(
r2

d

dr

)2

u+ c2(m− 1)3 r2
(
r2

d

dr

)
u+ c3(m− 1)3r3u

+ a(m− 1)r−(m−2)

(
r2

d

dr

)2

u+ a01(m− 1)3 r−(m−2)+1

(
r2

d

dr

)
u

+ a02(m− 1)3 r−(m−2)+2 + a1(m− 1)2 rk1−2(m−2)

(
−r2

d

dr

)
u

+ a11(m− 1)3 rk1−2(m−2)+1u+ a0(m− 1)3 rk0−3(m−2) = 0.

(19)

Применяя преобразование Лапласа — Бореля к (19), получим уравнение

p3û(p) + c1(m− 1)3 r̂p2û(p) + c2(m− 1)3 r̂2pû(p) + c3(m− 1)3 r̂3û(p)

+ a(m− 1)

(
d

dp

)m−2

p2û(p) + a01(m− 1)3
(

d

dp

)m−3

pû(p)

+ a02(m− 1)3
(

d

dp

)m−4

û(p) + a0(m− 1)3 r̂k0−3m+6û(p)

+ a1r̂
k1−2(m−2)(m− 1)2 pû(p) + a11(m− 1)3 r̂k1−2(m−2)+1û(p) = f(p).

(20)

Здесь через f(p) обозначена произвольная голоморфная функция. Вид асимптотики и
метод ее построения зависит от значений k0, k1. Применим метод повторного квантова-
ния, продифференцируем уравнение (20) три раза получим дифференциальное уравне-
ние с вырождением:
(

d

dp

)3

p3û(p) + c1 (m− 1)3
(

d

dp

)2

p2û(p) + c2 (m− 1)3
d

dp
pû(p) + c3 (m− 1)3 û(p)

+ a (m− 1)

(
d

dp

)m+1

p2û(p) + a01 (m− 1)3
(

d

dp

)m

pû(p) + a02 (m− 1)3
(

d

dp

)m−1

û(p)

+

(
a0 (m− 1)3

(
d

dp

)3m−3−k0

+ a11 (m− 1)3
(

d

dp

)2m−2−k1
)
û(p)

+ a1 (m− 1)2
(

d

dp

)2m−1−k1

pû (p) =

(
d

dp

)3

f (p) .

(21)

Очевидно, что если k0 > 3(m − 1), k1 > 2m − 1, то асимптотика решения является
конормальной.
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Пусть 3m− 3− k0 > 2m− 2− k1. Тогда если 3m− 3− k0 > m, то решение, очевидно,
регулярно; а если 3m−3−k0 < m, асимптотики решения являются конормальными. Это
следует из того, что при умножении уравнения (21) на pm−1, мы получим уравнение с
коническим вырождением.

В случаях 3m − 3 − k0 < 2m− 2 − k1 и 2m − 2 − k1 6= m, асимптотика решения (21)
является конормальным.

Рассмотрим случай 3m − 3 − k0 > 2m − 2 − k1 и 3m − 3 − k0 = m. В этом случае
уравнение (21) имеет вид

(
d

dp

)3

p3û(p) + c1 (m− 1)3
(

d

dp

)2

p2û(p) + c2 (m− 1)3
d

dp
pû(p) + c3 (m− 1)3 û(p)

+ a (m− 1)

(
d

dp

)m+1

p2û(p) + a01 (m− 1)3
(

d

dp

)m

pû(p) + a02 (m− 1)3
(

d

dp

)m−1

û(p)

+ a0 (m− 1)3
(

d

dp

)m

û(p) + a11 (m− 1)3
(

d

dp

)m0

û(p)

+ a1 (m− 1)2
(

d

dp

)m0+1

pû(p) =

(
d

dp

)3

f (p) ,

(22)

здесь m0 = 2m− 2− k1.
Применим к уравнению (22) оператор r̂m. Получим уравнение

a (m− 1)

(
p2

d

dp

)
û (p) + a0 (m− 1)3 û (p) + r̂m−3p3û (p) + c1 (m− 1)3 r̂m−2p2û (p)

+ c2 (m− 1)3 r̂m−1pû (p) + (m− 1)3 c3r̂
mû (p) + (m− 1)

(
a01 (m− 1)2 + 2a

)
pû (p)

+ a02 (m− 1)3 r̂û (p) + a11 (m− 1)3 r̂m−m0 û(p)

+ b1 (m− 1)2 r̂m−m0−1pû(p) = r̂m
(

d

dp

)3

f (p) .

(23)

Так как m−m0 > 0, то основной символ уравнения (23) имеет вид

H0 (q) = (m− 1)
(
− aq + (m− 1)2 a0

)
.

Корень многочлена H0(q) равен q1 = (m−1)2a0
a

. Отсюда следует, что асимптотика
решения имеет вид

û0(p) = e
q1
p pσ1

∞∑

i=0

b1i p
i.

По теореме 2 получаем

u0 (r) ≈ B−1
2 e

q1
p pσ1

∞∑

i=0

b1i p
i =

2∑

j=1

exp

(
αj

r
1

2

)
rσj

∞∑

i=0

bji r
i,

где αj , j = 1, 2, — корни полинома p2 + 4(m − 1)2 a0
a

. Окончательно получим, что все
асимптотики решений уравнения (16) при m > 2m− 2− k1 и 3m− 3− k0 = m имеют вид

u(r) = u0(r) + u−a(r)

≈ exp

(
−a

rm−1
+

m−2∑

i=1

αj
m−1−i

rm−1−i

)
rσj

∞∑

i=0

bji r
i +

2∑

j=1

exp

(
αj

r
1

2

)
rσ

1
j

∞∑

i=0

bji r
i.

(24)
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Отсюда следует, что при m = 2 асимптотика решения примет вид

u (r) ≈ exp

(
−a

r

)
rσj

∞∑

i=0

bji r
i +

2∑

j=1

exp

(
αj

r
1

2

)
rσ

1
j

∞∑

i=0

bjir.

А при m > 2 асимптотики в пространстве функций экспоненциального роста будут иметь
вид

u (r) ≈
2∑

j=1

exp

(
αj

r
1

2

)
rσ

1
j

∞∑

i=0

bji r.

Случай, когда 3m−3−k0 < 2m−2−k1 и 2m−2−k1 = m рассматривается аналогично.
Введем обозначение û (p) = pm−1û1 (p), тогда уравнение (21) можно переписать в виде

a1 (m− 1)2
(

d

dp

)m+1

pmû1(p) + a11 (m− 1)3
(

d

dp

)m

pm−1û1(p)

+ a (m− 1)

(
d

dp

)m+1

pm+1û1(p) + a01 (m− 1)3
(

d

dp

)m

pmû1(p)

+ a02 (m− 1)3
(

d

dp

)m−1

pm−1û1(p) +

(
d

dp

)3

p2+mû1(p)

+ c1 (m− 1)3
(

d

dp

)2

p1+mû1(p) + c2 (m− 1)3
d

dp
pm+1û1(p)

+ c3 (m− 1)3 pmû1(p) + a0 (m− 1)3
(

d

dp

)3m−3−k0

pm−1û1(p) =

(
d

dp

)3

f (p) .

Асимптотики решения этого уравнения конормальны.
Пусть 3m− 3− k0 = 2m− 2− k1 = m, тогда уравнение (21) примет вид

a1 (m− 1)2
(

d

dp

)m+1

pmû1(p) + a11 (m− 1)3
(

d

dp

)m

pm−1û1(p)

+ a0 (m− 1)3
(

d

dp

)m

pm−1û1(p) + a (m− 1)

(
d

dp

)m+1

pm+1û1(p)

+ a01 (m− 1)3
(

d

dp

)m

pmû1(p) + a02 (m− 1)3
(

d

dp

)m−1

pm−1û1(p)

+

(
d

dp

)3

p2+mû1(p) + c1 (m− 1)3
(

d

dp

)2

p1+mû1(p)

+ c2 (m− 1)3
d

dp
pm+1û1(p) + c3 (m− 1)3 pmû1(p) =

(
d

dp

)3

f (p) .

Асимптотики решения этого уравнения конормальны.
3. Рассмотрим теперь третий пункт теоремы. Докажем, что в случае, когда основной

символ оператора имеет третий порядок кратности, исследование уравнения можно све-
сти к первым двум случаям. Пусть ноль — корень, кратность которого равна 3. Тогда
уравнение (9) примет вид

(
−rm

d

dr

)3

u+ a2r
k2

(
−rm

d

dr

)2

u+ a1r
k1

(
−rm

d

dr

)
u+ a0r

k0u = 0, (25)
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где ki ∈ N , i = 0, 1, 2.

Приведем уравнение (25) к виду

r3x
(
−rm−x d

dr

)3

u+ a2r
k2+2x

(
−rm−x d

dr

)2

u+ a1r
k1+x

(
−rm−x d

dr

)
u

+ a0r
k0u+ r3x

2∑

i=0

c2i r
(3−i)(m−x−1)

(
−rm−x d

dr

)i

u

+ rk2+2x
1∑

i=0

c1i r
(2−i)(m−x−1)

(
−rm−x d

dr

)i

u = 0.

(26)

Здесь x — некоторое неотрицательное целое число, cji , j = 1, 2, — соответствующие числа.
Перепишем уравнение (26) в виде

(
−rm−x d

dr

)3

u+ a2r
k2−x

(
−rm−x d

dr

)2

u+ a1r
k1−2x

(
−rm−x d

dr

)
u

+ a0r
k0−3xu+

2∑

i=0

c2i r
(3−i)(m−x−1)

(
−rm−x d

dr

)i

u

+ rk2−x

1∑

i=0

c1i r
(2−i)(m−x−1)

(
−rm−x d

dr

)
u = 0.

(27)

Для чисел k0, k1, k2 существуют четыре взаимоисключающих случая:

1) k1 > 2k2, k0 > 3k2;

2) k1 < 2k2, k0 > 3k2 ⇒ k2 >
k1
2 , k0 > 3k2 > 3k1

2 ;

3) k1 > 2k2, k0 < 3k2 ⇒ k2 >
1
3k0, k1 > 2k2 > 2k0

3 ;

4) k1 < 2k2, k0 < 3k2.

Рассмотрим все четыре случая и покажем, что в каждом из них уравнение преобразу-
ется к уравнению с основным символом оператора, имеющим корни меньшей кратности.

Случай 1. k1 > 2k2, k0 > 3k2.

(
−rm−x d

dr

)3

u+ ark2−x

(
−rm−x d

dr

)2

u+ b1rk1−2x

(
−rm−x d

dr

)
u+ b2rk0−3xu

+
2∑

i=0

c2i r
(3−i)(m−x−1)

(
−rm−x d

dr

)i

u+ rk1−x

1∑

i=0

c1i r
(2−i)(m−x−1)

(
−rm−x d

dr

)
u = 0.

Пусть k2>m, тогда асимптотика является конормальной. Это следует из того, что
если в (27) положить x=m − 1, то мы получим уравнение с коническим вырождением.
Если k2=m, то решение регулярно.

Пусть k2<m, тогда положим x=k2. Если k2=m− 1, то решение имеет конормальную
асимптотику.
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Пусть k2 < m− 1, тогда перепишем (27) в виде
(
−rm−k2

d

dr

)3

u+ a2

(
−rm−k2

d

dr

)2

u+ a1r
k1−2k2

(
−rm−k2

d

dr

)
u

+ a0r
k0−3k2u+

2∑

i=0

c2i r
(3−i)(m−k2−1)

(
−rm−k2

d

dr

)i

u

+ rk1−k2

1∑

i=0

c1i r
(2−i)(m−k2−1)

(
−rm−k2

d

dr

)
u = 0.

(28)

Тогда при условии k1 > 2k2, k0 > 3k2, основной символ оператора в уравнении (27)
имеет корень 2-го порядка. Асимптотики его решения строятся по формулам (13)–(14).

При условии и k1 = 2k2, k0 > 3k2, основной символ имеет вид H0(p) = p3+ap2+b1p =
p(p2 + ap+ b1). Обозначим корни многочлена p2 + ap+ b1 через a1, a2.

В случае a2 6= a1 асимптотика строится по формулам (11), (12).
Если a2 = a1 асимптотика строится по формулам (13), (14).
Если k1 = 2k2, k0 = 3k2, то основной символ будет иметь вид H0(p) = p3+ap2+b1p+b2.
Если все корни различны, то асимптотика строится по формуле формулам (11), (12).

Если есть корень 2-го порядка a0, то его необходимо сдвинуть в ноль с помощью замены
u(r) = exp a0

rm−k2−1 , а затем построить асимптотику по формулам (13), (14). Если корень
единственный, то надо с помощью замены сдвинуть в ноль и снова решать полученное
уравнение с другими значениями k.

Случай 2. k1 < 2k2, k0 > 3k2 ⇒ k2 >
k1
2 , k0 > 3k1

2 .
Положим x = k1

2 в (27), тогда получим уравнение

(
−rm−

k1
2

d

dr

)3

u+ a2r
k2−

k1
2

(
−rm−

k1
2

d

dr

)2

u+ a1

(
−rm−

k1
2

d

dr

)
u

+ a0r
k0−3

k1
2 u+

2∑

i=0

c2i r
(3−i)

(

m−
k1
2
−1

)(
−rm−

k1
2

d

dr

)i

u

+ rk2−
k1
2

1∑

i=0

c1i r
(2−i)

(

m−
k1
2
−1

)(
−rm−

k1
2

d

dr

)
u = 0.

(29)

Основной символ H0(p) = p3 + b1p = p(p2 + b1). Асимптотика строится по форму-
лам (11), (12), где ai, i= 1, 2, 3, — корни полинома H0(p).

Случай 3. k1 > 2k2, k0 < 3k2 ⇒ k2 >
1
3k0, k1 > 2k0

3 .
Положим x = k0

3 в (27), получим уравнение

(
−rm−

k0
3

d

dr

)3

u+ a2r
k2−

k0
3

(
−rm−

k0
3

d

dr

)2

u+ a1r
k1−2

k0
3

(
−rm−x d

dr

)
u

+ a0u+

2∑

i=0

c2i r
(3−i)

(

m−
k0
3
−1

)(
−rm−

k0
3

d

dr

)i

u

+ rk1−
k0
3

1∑

i=0

c1i r
(2−i)

(

m−
k0
3
−1

)(
−rm−

k0
3

d

dr

)
u = 0.

(30)

Основной символ H0(p) = p3 + b2. Его корни простые. Асимптотика строится по
формулам (11), (12).
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Случай 4. k1 < 2k2, k0 < 3k2.
Пусть k0 > 3k1

2 , тогда k2 >
k1
2 , k0 > 3k1

2 . Асимптотика в этом случае строится так же
как и в случае 2.

Пусть k0 < 3k1
2 , тогда k2 > 1

3k0, k0 < 3k1
2 . Асимптотика в этом случае строится так

же как и в случае 3.
Пусть k0 = 3k1

2 , тогда k1
2 < k2, 3

k1
2 = k0. Как и ранее, при k1

2 > m − 1, асимптотики
решений являются либо конормальными, либо решения регулярны.

Пусть k1
2 < m− 1, тогда в (27) положим x = k1

2 . Получим

(
−rm−

k1
2

d

dr

)3

u+ a2r
k2−

k1
2

(
−rm−

k1
2

d

dr

)2

u+ a1

(
−rm−

k1
2

d

dr

)
u+ a0u

+

2∑

i=0

c2i r
(3−i)

(

m−
k1
2
−1

)(
−rm−

k1
2

d

dr

)i

u+ rk2−
k1
2

1∑

i=0

c1i r
(2−i)

(

m−
k1
2
−1

)(
−rm−

k1
2

d

dr

)
u = 0.

Основной символ этого оператора имеет вид H0 (p) = p3 + a1p + a0. Если этот мно-
гочлен имеет три различных корня, то асимптотики строятся по формулам (11), (12).
А если один из корней имеет кратность, равную двум, то по формулам (13), (14). Таким
образом, мы показали, что случай, когда корень имеет кратность равную трем, сводится
к случаям с корнями меньшей кратности. Утверждение доказано. ⊲

В заключение отметим также работу [22], в которой определяется специальный класс
непрерывных функций с заданной асимптотикой в окрестности нуля и доказывается,
что если свободный член интегрального уравнения принадлежит этому классу, а само
уравнение разрешимо, то его решение также принадлежит этому классу.
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Abstract. The article is devoted to the construction of uniform asymptotics of solutions to a 3rd order
equation with holomorphic coefficients with an arbitrary irregular singularity in the space of functions of
exponential growth. In general, the problem of constructing asymptotics of solutions of differential equations
in the neighborhood of irregular singular points was formulated by Poincaré in his articles devoted to
the analytical theory of differential equations. The problem of constructing asymptotics for equations with
degeneracies of arbitrary order, in the case of multiple roots, has been solved only for some special cases, for
example, when the equation is of second order. The main method for solving the problem for equations with
degenerations of higher orders is the re-quantization method based on the Laplace–Borel transform, which
was created to construct asymptotics of solutions of differential equations in the neighborhood of irregular
singular points in the case when the main symbol of the differential operator has multiple roots. The problem
of constructing asymptotics of solutions to higher order equations is much more complicated. To solve it,
the re-quantization method is used, which was not required when solving a similar problem for 2nd order
equations. Here we solve a model problem, which is an important next step towards solving the general
problem formulated by Poincare, the problem of constructing asymptotics of solutions in the neighborhood of
an arbitrary irregular singular point for an equation of arbitrary order. The problem of further research is to
generalize the solution method outlined in the article to equations of arbitrary orders.
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Laplace–Borel transform.
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