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Аннотация. Приведена постановка обратной задачи по идентификации переменных материаль-
ных характеристик поперечно неоднородного термоэлектроупругого слоя, нижняя грань которого
жестко защемлена, закорочена и поддерживается при нулевой температуре, а на верхней неэлек-
тродированной грани приложена нестационарная нагрузка. С помощью преобразования Фурье дву-
мерная обратная задача сведена к ряду одномерных задач, аналогичных задачам для упругого и
термоупругого стержня с модифицированными характеристиками. Предложен поэтапный подход по
идентификации материальных характеристик слоя. Обезразмеренные прямые задачи после приме-
нения преобразования Лапласа решаются на основе аппарата интегральных уравнений Фредгольма
2-го рода и обращении трансформант на основе теории вычетов. Методом линеаризации получе-
ны операторные уравнения 1-го рода для решения обратных задач на каждом этапе. Проведены
вычислительные эксперименты по реконструкции материальных характеристик термоэлектроупру-
гого слоя, как при отсутствии зашумления входной информации, так и при 1%-м шуме. Выявлены
эффективные для идентификации временные отрезки съема дополнительной информации. Прове-
ден анализ результатов идентификации термомеханических характеристик слоя.
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1. Введение

В конструкциях, изготовленных из пироматериалов, например, в бесконтактных тер-
мометрах при нестационарном тепловом воздействии возникают температурные дефор-
мации, что приводит к образованию в поляризованной среде электрического поля [1]. Для
определения напряженно-деформированного состояния (НДС) в этих конструкции с уче-
том взаимного влияния механического, теплового и электрического полей применяется
теория термоэлектроупругости [2, 3], основные положения которой были разработаны
в работах Миндлина [4, 5].

# Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-11-00265, https://rscf.ru/
project/22-11-00265/.
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Для однородных и слоистых пироматериалов динамические задачи термоэлектро-
упругости достаточно хорошо изучены [6–11]. Так, в [6] рассмотрено распространение
плоских волн в неограниченной термоэлектроупругой среде, в [7] — тепловой удар по
однородному термоэлектроупругому слою.

В настоящее время широко стали применяться функционально-градиентные пирома-
териалы (ФГПМ) [12] — композиты, обладающие переменными физическими свойства-
ми. В ФГПМ благодаря плавному изменению термомеханических характеристик удается
избежать концентрации напряжений в окрестности сопряжения слоев, присущей слои-
стым материалам.

Исследованию задач термоэлектроупругости для неоднородных плоских тел и полу-
пространства посвящено достаточное большое количество работ [12–16]. При этом ос-
новная цель исследований — получение аналитических решений в случае степенных и
экспоненциальных законов неоднородности. Однако фактические законы изменения тер-
момеханических характеристик могут сильно отличаться от расчетных при изготовле-
нии. Поэтому важной проблемой является разработка эффективных численных мето-
дов решения задач термоэлектроупругости при произвольных законах неоднородности.
Если законы неоднородности произвольны, то для решения задач термоэлектроупруго-
сти применяютcя численные методы, например, метод сведения к системе интегральных
уравнений Фредгольма (ИУФ) 2-го рода [15].

Точность решения прямой задачи термоэлектроупругости для ФГПМ зависит от зна-
ния законов неоднородности. Однако в силу переменности характеристик они не могут
быть определены из простых макроэкспериментов. Поэтому требуется создание эффек-
тивных методов идентификации переменных характеристик пироматериалов на основе
аппарата коэффициентных обратных задач (КОЗ) термоэлектроупругости. При этом
КОЗ термоэлектроупругости решены только для стержневых структур [17–19]. В то же
время обратные задачи теории упругости и термоупругости достаточно хорошо исследо-
ваны для одномерных [19–21] и двумерных областей [22–27].

Для анизотропных материалов основные методы идентификации механических ха-
рактеристик неоднородного полупространства изложены в монографии [28]. В [22] об-
ратная задача о реконструкции модуля сдвига упругой прямоугольной области, зави-
сящего от обеих координат, исследуются на базе операторного метода Ньютона и сво-
дится к итеративной процедуре решения последовательности интегральных уравнений.
В [23] исследована обратная задача теории упругости для ортотропного слоя. Решение
двумерной обратной задачи сводится к последовательной идентификации механических
характеристик из решения одномерных обратных задач для усредненных полей смеще-
ний и их моментов. В [24] исследуется КОЗ термоупругости для однородной изотроп-
ной пластинки в режиме установившихся колебаний. Благодаря специальным гранич-
ным условиям и геометрии удается свести задачу к одномерной. При некотором условии
на частоту колебаний построено разрешающее уравнение для нахождения коэффициен-
та температурных напряжений. В [25] термомеханические характеристики трехслойной
пластины находятся путем сведения КОЗ термоупругости к экстремальной постановке и
минимизации функционала невязки градиентным методом. В [26, 27] исследованы КОЗ
термоупругости для поперечно-неоднородного изотропного слоя. Идентификация харак-
теристик изотропного термоупругого слоя строится на основе итерационного процесса
для усредненных характеристик, на каждом этапе которого для нахождения поправок
решается ИУФ 1-го рода.

В данной работе на основе подхода, изложенного в [19, 23], исследована обратная за-
дача по идентификации материальных характеристик поперечно неоднородного термо-
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электроупругого слоя. Предложен трехэтапный подход по идентификации материальных
характеристик путем последовательного решения ряда одномерных задач, аналогичных
задачам для упругого и термоупругого стержня с модифицированными характеристика-
ми. Прямые задачи на каждом этапе решаются на основе аппарата интегральных урав-
нений Фредгольма 2-го рода. Получены операторные уравнения для решения обратных
задач на каждом этапе. Даны рекомендации по вычислительным аспектам решения пря-
мых и обратных на каждом этапе. Проведен анализ результатов реконструкции термо-
механических характеристик слоя.

2. Постановка коэффициентной обратной задачи

для термоэлектроупругого слоя

Рассмотрим неустановившиеся колебания неоднородного по толщине термоэлектро-
упругого слоя (x1 ∈ (−∞,∞), x2 ∈ (−∞,∞), x3 ∈ [0, h]), нижняя грань которого
x3 = 0 жестко защемлена, закорочена и поддерживается при нулевой температуре,
а на верхней неэлектродированной грани x3 = h приложена нестационарная нагрузка:
1) −k3θ,3 (x1, h, t) = q, σ13 (x1, h, t) = σ33 (x1, h, t) = 0; 2) θ,3 (x1, h, t) = 0, σ13 (x1, h, t) = p1,
σ33 (x1, h, t) = 0; 3) θ,3 (x1, h, t) = 0, σ13 (x1, h, t) = 0, σ33 (x1, h, t) = p3.

Математическая постановка задачи связанной термоэлектроупругости состоит из
дифференциальных уравнений движения, электростатики и теплопроводности, гранич-
ных и начальных условий.

При тепловом способе нагружения постановка задачи термоэлектроупругости для
слоя описывается следующей начально-краевой задачей:
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∂2ϕ

∂x3∂t
, (3)

u1 (x1, 0, t) = u3 (x1, 0, t) = θ (x1, 0, t) = ϕ (x1, 0, t) = 0, (4)

−k3θ,3 (x1, h, t) = q, σ13 (x1, h, t) = σ33 (x1, h, t) = 0, D3 (x1, h, t) = 0, (5)

θ (x1, x3, 0) = u1 (x1, x3, 0) = u3 (x1, x3, 0) = u̇1 (x1, x3, 0) = u̇3 (x1, x3, 0) = 0. (6)

Здесь ρ — плотность, cε — удельная объемная теплоемкость при постоянном тензоре
деформации, c11, c13, c33, c44 — компоненты тензора упругих модулей, k1, k3 — ком-
поненты тензора теплопроводности, γ1, γ3 — компоненты тензора коэффициентов тем-
пературных напряжений, e31, e15, e33 — компоненты тензора пьезомодулей, ǫ1, ǫ3 —
компоненты тензора диэлектрической проницаемости, g3 — компонента вектора пиро-
коэффициентов, q — плотность теплового потока, θ — приращение температуры тела
от естественного состояния с температурой T0, ϕ — электрический потенциал, ui —
компоненты вектора перемещения, σ11 = c11u1,1 + c13u3,3 + e31ϕ,3 − γ1θ, σ13 = σ31 =
c44 (u1,3 + u3,1) + e15ϕ,1, σ33 = c13u1,1 + c33u3,3 + e33ϕ,3 − γ3θ — компоненты тензора на-
пряжений, D1 = e15 (u1,3 + u3,1)− ǫ1ϕ,1, D3 = e33u3,3+ e13u1,1− ǫ3ϕ,3+ g3θ — компоненты
вектора электрической индукции, pi — компоненты вектора механической нагрузки.
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Обратная задача термоэлектроупругости для слоя при тепловом способе нагружения
состоит в нахождении термомеханических характеристик из (1)–(6) по информации о
температуре, измеренной на верхней границе слоя x3 = h:

θ (x1, h, t) = f (x1, t) , t ∈ [T1, T2]. (7)

В случае действия на верхней грани слоя нормальной механической нагрузки в по-
становке задачи (1)–(6) изменятся граничные условия (5), которые примут вид:

θ,3 (x1, h, t) = 0, σ13 (x1, h, t) = 0, σ33 (x1, h, t) = p3, D3 (x1, h, t) = 0. (8)

В этом случае при решении обратной задачи термоэлектроупругости в качестве до-
полнительной информации выступают компоненты перемещений, измеренные на верхней
границе слоя x3 = h,

ui (x1, h, t) = gi (x1, t) , i = 1, 3, t ∈ [T3, T4]. (9)

3. Упрощенные постановки обратной задачи

термоэлектроупругости для слоя

Основываясь на подходе, изложенном в [23], двумерную обратную задачу (1)–(9) мож-
но значительно упростить, сведя ее к решению более простых одномерных задач. Для
этого сначала применим к задаче (1)–(9) преобразование Фурье по продольной коорди-
нате

û (ω, x3, t) =

∞
∫

−∞
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iωx1dx1. (10)

Постановка обратной задачи термоэлектроупругости для слоя в трансформантах Фу-
рье имеет вид:
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û1 (ω, 0, t) = û3 (ω, 0, t) = θ̂ (ω, 0, t) = ϕ̂ (ω, 0, t) = 0, (15)
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θ̂ (ω, h, t) = f̂ (ω, t) , t ∈ [T1, T2], (18)

ûi (ω, h, t) = ĝi (ω, t) , i = 1, 3, t ∈ [T3, T4]. (19)

Для удобства дальнейших построений обезразмерим задачу (11)–(19) по формулам:
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, ǭi(z) = ǫi(x3)

ǫ03
,
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, где c033, ǫ03, e033, ρ0, γ03 , k03 , c0ε, g03 —

максимальные значения соответствующих термомеханических характеристик.
В результате обезразмеривания возникают следующие малые параметры: δ1 — пара-

метр электромеханической связанности, δ2 — параметр термомеханической связанности,
δ3 — параметр теплоэлектрической связанности, ε0 — отношение характерных времен
звуковых t2 и тепловых t1 возмущений.

Функции U1, U3, W , Φ, F , Q, Gi, Pi представляют собой аналитические функции
параметра преобразования Фурье ω, поэтому при малых значениях этого параметра их
можно представить в виде разложения по степеням ω:

U1 (ω, z, τ1) = u0 (z, τ1) + iωu1 (z, τ1) + ω2u2 (z, τ1) + . . . ,

U3 (ω, z, τ1) = v0 (z, τ1) + iωv1 (z, τ1) + ω2v2 (z, τ1) + . . . ,

W (ω, z, τ1) = w0 (z, τ1) + iωw1 (z, τ1) + ω2w2 (z, τ1) + . . . ,

Φ (ω, z, τ1) = Φ0 (z, τ1) + iωΦ1 (z, τ1) + ω2Φ2 (z, τ1) + . . . ,

F (ω, τ1) = F0 (τ1) + iωF1 (τ1) + ω2F2 (τ1) + . . . ,

Q (ω, τ1) = Q0 (τ1) + iωQ1 (τ1) + ω2Q2 (τ1) + . . . ,

Gi (ω, τ2) = G
(0)
i (τ2) + iωG

(1)
i (τ2) + ω2G

(2)
i (τ2) + . . . ,

Pi (ω, τ2) = P
(0)
i (τ2) + iωP

(1)
i (τ2) + ω2P

(2)
i (τ2) + . . . . (20)

Коэффициенты разложений в формулах (20) — это осредненные функции ком-
понент физических полей и их моменты различных порядков, например, w0 =
∫∞
−∞W (x, z, τ1) dx, w1 = i

∫∞
−∞W (x, z, τ1) x dx, w2 = −

1
2

∫∞
−∞W (x, z, τ1) x

2 dx.
Ограничимся в разложениях (20) только тремя слагаемыми. Подставим разложе-

ния (20) в (11)–(19), составим начально-краевые задачи при одинаковых степенях ω,
далее применим к ним преобразование Лапласа по времени. Тогда получим 6 упрощен-
ных обратных задач. Задачи 1а, 2а, 3а аналогичны задаче для упругого стержня. За-
дачи 1b, 2b, 3b аналогичны задаче для термоупругого стержня с модифицированными
коэффициентами, которые появляются после исключения электрического потенциала из
постановок задач. Задачи такого типа хорошо изучены в [19, 20].

Задача 1a.
(

c̄44ũ′0

)′

= p2ρ̄ũ0, (21)

ũ0 (0, p) = 0, c̄44(1)ũ′0 (1, p) = P̃
(0)
1 , (22)

ũ0 (1, p) = G̃
(0)
1 . (23)

Здесь p — параметр преобразования Лапласа, знак «штрих» обозначает производную
по координате z.
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Задача 1b. В случае теплового способа нагружения постановка задачи имеет вид:

(

c̄∗33ṽ
′
0

)′

− δ2 (γ̄
∗
3w̃0)

′

− ε20p
2ρ̄ṽ0 = 0, (24)

(

k̄3w̃′
0

)′

− pc̄∗w̃0 − pδ2γ̄
∗
3 ṽ

′
0 = 0, (25)

ṽ0(0, p) = 0, w̃0 (0, p) = 0, (26)

−k̄3 (1) w̃′
0 (1, p) = Q̃0 (p) , c̄∗33(1)ṽ

′
0(1, p)− δ2γ̄

∗
3(1)w̃

′
0(1, p) = 0, (27)

w̃0 (1, p) = F̃0, (28)

где c̄∗33 = c̄33 + δ21
ē233
ǭ3

, γ∗3 = γ̄3 − δ1δ3
ē33ḡ3
ǭ3

, c̄∗ = c̄+ δ23
ḡ23
ǭ3

.
В случае механического нагружения в постановке задачи (24)–(28) изменятся гра-

ничные и дополнительные условия (27), (28), которые примут вид

w̃′
0 (1, p) = 0, c̄∗33(1)ṽ

′
0(1, p) − δ2γ̄

∗
3(1)w̃

′
0(1, p) = P̃

(0)
3 (p) , (29)

ṽ0 (1, p) = P̃
(0)
3 . (30)

Если функция ũ0 известна из решения задачи 1a, а пара функций (ṽ0, w̃0) из решения
задачи 1b, тогда можно сформулировать постановки обратных задач 2a и 2b.

Задача 2а.
(

c̄44ũ′1

)′

− p2ρ̄ũ1 = s1, (31)

ũ1(0, p) = 0, c̄44(1)ũ
′
1(1, p) = P

(1∗)
1 (p) , (32)

ũ1 (1, p) = G̃
(1)
1 , (33)

где P̃
(1∗)
1 = P̃ 1

1 + c̄44 (1) ṽ0(1, p), s1 = (c̄44ṽ0)
′

+ c̄∗13ṽ
′
0 − δ2γ̄

∗
1w̃0, c̄

∗
13 = c̄13 + δ21

(ē31+ē15)ē33
ǭ3

,

γ̄∗1 = γ̄1 −
δ1δ3
δ2

(ē31+ē15)ḡ3
ǭ3

.

Задача 2b. В случае механического способа нагружения постановка задачи имеет
вид:

(

c̄∗33ṽ
′
1

)′

− δ2 (γ̄
∗
3w̃1)

′

− p2ρ̄ṽ1 = s2, (34)

(

k̄33w̃′
1

)′

− pc̄∗w̃1 − pδ2γ̄
∗
3 ṽ

′
1 = s3, (35)

ṽ1(0, p) = 0, w̃1 (0, p) = 0, (36)

w̃′
1 (1, p) = 0, c̄∗33(1)ṽ

′
1(1, p) − δ2γ̄

∗
3(1)w̃

′
1(1, p) = P̃

(1∗)
3 , (37)

ṽ1 (1, p) = G̃
(1)
3 , (38)

где s2 = c̄44ũ′0 + (c̄∗13ũ0)
′

+ δ21 (ē13 + ē15) ē33ũ0, s3 = pδ2γ̄
∗
1 ũ0, P̃

(1∗)
3 = P̃

(1)
3 + c̄∗13(1)ũ0(1, p).

Если функция ũ1 известна из решения задачи 2a, а пара функций (ṽ1, w̃1) из решения
задачи 2b, тогда можно сформулировать постановки обратных задач 3a и 3b.

Задача 3а.
(

c̄44ũ′2

)′

− p2ρ̄ũ2 = s4, (39)

ũ2(0, p) = 0, c̄44(1)ũ′2(1, p) = P̃
(2∗)
1 , (40)
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ũ2 (1, p) = G̃
(2)
1 , (41)

где s4 = c̄∗11ũ0 + γ̄∗1w̃1 − (c̄44ṽ1)
′

, c̄∗11 = c̄11 + δ21
(ē13+ē15)

2

ǭ3
, P̃

(2∗)
1 = P̃

(2)
1 − c̄44 (1) ṽ1(1, p).

Задача 3b. В случае теплового способа нагружения постановка задачи имеет вид:
(

c̄∗33ṽ
′
2

)′

− δ2 (γ̄
∗
3w̃2)

′

− p2ρ̄ṽ2 = s5, (42)

−k̄1w̃0 +
(

k̄3w̃′
2

)′

− pc̄∗w̃2 − pδ2γ̄
∗
3 ṽ

′
2 = s6, (43)

ṽ2(0, p) = 0, w̃2 (0, p) = 0, (44)

−k̄3 (1) w̃′
2 (1, p) = Q̃2, c̄∗33(1)ṽ

′
2(1, p)− δ2γ̄

∗
3(1)w̃

′
2(1, p) = 0, (45)

w̃2 (1, p) = F̃2. (46)

Здесь s5 = −c̄44ũ′1 + c̄44ṽ0 − (c̄∗13ũ1)
′

, s6 = pδ2γ̄
∗
1 ũ1.

Решение прямых задач 1a, 2a, 3a сводится к решению ИУФ 2-го рода в трансфор-
мантах Лапласа и обращении трансформант на основе теории вычетов. Например, ИУФ
2-го рода для решения задачи 3a имеет вид

J̃2(z, p) = P̃
(2∗)
1 +

1
∫

0

K1 (z, η, p) J̃2 (η, p) dη −

1
∫

z

s4 (η) dη, (47)

где K1(z, η, p) = −
p2

c̄44(η)

∫ 1
min{z,η} ρ̄(ξ) dξ.

После нахождения момента второго порядка от напряжения J̃2(z, p) из решения ин-
тегрального уравнения (47) далее вычисляется момент второго порядка от продольного
перемещения по формуле: ũ2(z, p) =

∫ z

0
1

c̄44(η)
J̃2 (η, p) dη.

Решение прямых задач 1b, 2b, 3b сводится к решению системы ИУФ 2-го рода в транс-
формантах Лапласа и обращении трансформант на основе теории вычетов. Например,
система ИУФ 2-го рода для решения задачи 2b имеет вид:

w̃1(z, p) =

1
∫

0

K2(z, ς, p)w̃1(ς, p) dς +

1
∫

0

K3(z, ς, p)Ω̃1(ς, p) dς +

z
∫

0

K0(z, ς)s3 (ς) dς, (48)

Ω̃1(z, p) =

1
∫

0

K4(z, ς, p)w̃1(ς, p) dς +

1
∫

0

K5(z, ς, p)Ω̃1(ς, p) dς + P̃
(1∗)
3 (p)−

1
∫

z

s2 (ς) dς, (49)

где K0(z, ς) =
∫ min{z,ς}
0

dη

k̄33(η)
, K2(z, ς, p) = −p

(

c̄∗(ς) + δ2
γ̄2
3 (ς)

c̄∗33(ς)

)

∫min{z,ς}
0

dη

k̄33(η)
,

K3(z, ς, p) = −δ2p
γ̄∗

3 (ς)
c̄∗33(ς)

∫min{z,ς}
0

dη

k̄33(η)
, K4(z, ς, p) = −p2

γ̄∗

3 (ς)
c̄∗33(ς)

∫ 1
min{z,ς} ρ̄(η)dη, K5(z, ς, p) =

−
p2

c̄∗33(ς)

∫ 1
min{z,ς} ρ̄(η)dη.

После решения системы (48), (49) далее находится момент первого порядка от вер-

тикального перемещения по формуле ũ1(z, p) =
∫ z

0

(

1
c̄∗33(ς)

Ω̃1(ς, p) +
γ̄∗

3 (ς)
c̄∗33(ς)

w̃1(ς, p)
)

dς.

4. Решение упрощенных обратных задач термоэлектроупругости

Реконструкция неоднородных свойств термоэлектроупругого слоя осуществляется
в три этапа.

На первом этапе находятся функции c̄44, ρ̄, u0 из решения обратной задачи 1a, а также
функции c̄∗33, γ

∗
3 , c̄

∗, k̄3, v0, w0 из решения обратной задачи 1b.
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Схема исследования нелинейных задач такого типа подробно исследовалась в [20,
26, 27] и основывается на построении итерационного процесса. Итерационный процесс
стартует с начального приближения ā0(z), которое определяется в классе положитель-
ных ограниченных линейных функций путем минимизации функционала невязки, вид
которого зависит от способа нагружения тела:

а) в случае теплового способа нагружения

J1 =

a2
∫

a1

(

F0(τ1)− w0(1, τ1)
)2
dτ1; (50)

б) в случае механического способа нагружения

J2 =

b2
∫

b1

(

G
(0)
1 (τ2)− u0(1, τ2)

)2
dτ2; (51)

J3 =

c2
∫

c1

(

G
(0)
3 (τ2)− v0(1, τ2)

)2
dτ2. (52)

Далее находятся поправки к начальному приближению путем решения ИУФ 1-го ро-
да, полученных методом линеаризации обратных задач 1a и 1b.

Рассмотрим операторные уравнения в трансформантах Лапласа, полученные в ходе
решения обратных задач 1a и 1b, когда восстанавливалась одна характеристика при
известных остальных:

1
∫

0

δc̄
(n−1)
44

(

ũ′
(n−1)
0

)2
dz = P̃

(0)
1

(

G̃
(0)
1 (p)− ũ0 (1, p)

)

, p ∈ [0,∞), (53)

1
∫

0

δc̄
∗(n−1)
33

(

ṽ′
(n−1)
0

)2
dz = P̃

(0)
3

(

G̃
(0)
3 (p)− ṽ0 (1, p)

)

, p ∈ [0,∞), (54)

1
∫

0

δk̄
(n−1)
3

(

w̃′(n−1)
0

)2
dz = Q̃0

(

F̃0 − w̃0 (1, p)
)

, p ∈ [0,∞), (55)

p

1
∫

0

δc̄∗(n−1)
(

w̃
(n−1)
0

)2
dz = Q̃0

(

F̃0 − w̃0 (1, p)
)

, p ∈ [0,∞), (56)

−δ2p

1
∫

0

δγ̄
∗(n−1)
3 ṽ′

(n−1)
0 w̃

(n−1)
0 dz = Q̃0

(

F̃0 − w̃0 (1, p)
)

, p ∈ [0,∞). (57)

После нахождения характеристик c̄44, ρ̄, c̄
∗
33, γ

∗
3 , c̄

∗, k̄3, из решения прямых задач (21),
(22) и (24)–(28) находятся функции u0, v0, w0, которые необходимы для решения обрат-
ных задач 2a и 2b.

На втором этапе находятся функции c̄∗13, u1 из решения обратной задачи 2a, а также
функций γ̄∗1 , v1, w1 из решения обратной задачи 2b.
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Для нахождения функции c̄∗13 уравнение (21) умножим на ũ1, а уравнение (31) на ũ0,
проинтегрируем произведения на [0, 1], и, рассмотрев их разность, с учетом граничных
и дополнительных условий, получим следующее ИУФ 1-го рода:

1
∫

0

δc̄∗13ũ
(n−1)
0 ṽ′

(n−1)
0 dz = P̃

(0)
1 G̃

(1)
1 − P̃

(1∗)
1 G̃

(0)
1 +

1
∫

0

c̄44ũ′
(n−1)
0 ṽ

(n−1)
0 dz, p ∈ [0,∞). (58)

Аналогичным способом получено ИУФ 1-го рода для нахождения функции γ̄∗1 , кото-
рое имеет вид

pδ2

1
∫

0

δγ̄
∗(n−1)
1 ũ

(n−1)
0 w̃

(n−1)
0 dz = Q̃0F̃1 − Q̃1F̃0, p ∈ [0,∞). (59)

На третьем этапе осуществляется идентификация c̄∗11, u2 из решения обратной об-

ратной задачи 3a, а также функций k̄1, v2, w2 из решения обратной обратной задачи 3b.

Проводя действия, аналогичные второму этапу, получим следующие ИУФ 1-го рода
с гладким ядром:

1
∫

0

δc̄∗11

(

ũ
(n−1)
0

)2
dz = P̃

(0)
1 G̃

(2)
1 − P̃

(2∗)
1 G̃

(0)
1 − δ2

1
∫

0

γ̄∗1 ũ
(n−1)
0 w̃

(n−1)
1 dz

−

1
∫

0

c̄44ũ′
(n−1)
0 w̃

(n−1)
1 dz +

1
∫

0

c̄∗13ṽ
′
1ũ

(n−1)
0 dz, p ∈ [0,∞). (60)

1
∫

0

δk̄1

(

w̃
(n−1)
0

)2
dz = Q̃0F̃2 − Q̃2F̃0 − pδ2

1
∫

0

γ̄∗1 ũ
(n−1)
1 w̃

(n−1)
0 dz, p ∈ [0,∞). (61)

Операторные уравнения на конечном временном отрезке получаются путем обра-
щения операторных уравнений в трансформантах на основе теорем операционного ис-
числения. Например, при нагрузках P1 (τ2) = H (τ2), Q0 (τ1) = H (τ1) после обращения
уравнений (53), (57) получим следующие операторные уравнения в оригиналах:

1
∫

0

δc̄
(n−1)
44 D1 (z, τ2) dz = −

(

G
(0)
1 (τ2)− u

(n−1)
0 (1, τ2)

)

, τ2 ∈ [b1, b2], (62)

1
∫

0

δγ̄
(n−1)
3 D2 (z, τ1) dz = −

(

Q0 (τ1)− w
(n−1)
0 (1, τ1)

)

, τ1 ∈ [a1, a2], (63)

где

D1 (z, τ2) =

τ
∫

0

∂2u
(n−1)
0 (z, τ)

∂z∂τ

∂2u
(n−1)
0 (z, τ − τ2)

∂z
dτ2,

D2 (z, τ1) = δ2

τ
∫

0

∂2v
(n−1)
0 (z, τ)

∂z∂τ

∂w
(n−1)
0 (z, τ − τ1)

∂τ
dτ1.
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Решение ИУФ 1-го рода является некорректной проблемой, для регуляризации кото-
рой применялся метод Тихонова А. Н. с выбором параметра регуляризации по обобщен-
ной невязке [29].

5. Результаты вычислительных экспериментов

Проведены вычислительные эксперименты по поэтапной реконструкции термомеха-
нических характеристик слоя.

На первом этапе термомеханические характеристики c̄44, ρ̄, c̄∗33, γ∗3 , c̄∗, k̄3 восста-
навливались путем решение обратных задач 1a и 1b на основе итерационного процес-
са, на каждом этапе которого для нахождения поправок решались ИУФ 1-го рода ви-
да (62). В качестве условий выхода из итерационного процесса выступали: 1) ограниче-
ние по количеству итераций (n = 20); 2) достижение соответствующим функционалом
невязки (50)–(52) предельного значения, равного 10−6.

В расчетах принято: P1 (τ2) = P3 (τ2) = H (τ2), Q0 (τ1) = H (τ1), δ1 = 0.6, δ2 = 0.05,
δ3 = 0.04. При решении ИУФ 1-го и 2-го рода методом коллокаций отрезок z ∈ [0, 1] раз-
бивался на m = 20 равных частей. В случае теплового нагружения измерение дополни-
тельной информации проводилось в 4-х точках внутри выбранных временных отрезков,
а в случае механического нагружения — в 5 точках.

Выяснено, что погрешность реконструкции монотонных функций, восстановленных
на первом этапе, во внутренних точках не превосходит 4%; при этом для достижения
функционалом невязки (50)–(52) порогового значения требуется не более 6 итераций.
В то же время погрешность реконструкции функций γ∗3 , c̄∗ в окрестности z = 0 зна-
чительно больше, чем во внутренних точках в связи с тем, что ядра соответствующих
операторных уравнений обращаются в нуль при z = 0.

На рисунках ниже представлены результаты реконструкции функций, характери-
зующие неоднородные термомеханические свойства слоя. При этом сплошной линией
изображены точные функции, точками — восстановленные функции.

На первых двух этапах восстанавливались законы неоднородности в виде степенных
и экспоненциальных функций, моделирующие реальные свойства ФГ пироматериала.
В качестве примера рассмотрен ФГ пироматериал, свойства которого принимают свой-
ства титаната циркония на нижней грани z = 0 и свойства селенида кадмия на верхней
грани z = 1. Эффективные безразмерные материальные характеристики слоя определя-
ются по степенному закону вида [30]:

ā(z) = ā(1) +
(

ā(2) − ā(1)
)

zs, s = 1, 2, . . . (64)

Здесь ā(1) — безразмерные свойства титаната циркония, ā(2) — безразмерные свойства
селенида кадмия, представленные в [31], s — параметр неоднородности.

На рис. 1 показаны результаты реконструкции на первом этапе следующих ха-
рактеристик: а) c̄44(z) = 2.5 − 1.7z3; б) k̄3(z) = 4 − ez

2

при [a1, a2] = [0.04, 0.48],
[b1, b2] = [0.06, 0.88], c̄044(z) = 2.45− 1.60z, k̄03(z) = 3.05 − 1.55z.
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a) б)

Рис. 1. Результаты первого этапа реконструкции термомеханических характеристик слоя:

а) c̄44(z) = 2.5− 1.7z3; б) k̄3(z) = 4− ez
2

.

На рис. 2 изображены результаты восстановления на первом этапе следующих харак-
теристик: а) k̄3(z) = 1− 0.74z2; б) c̄∗33(z) = 1− 0.25 ∗ z4.

a) б)

Рис. 2. Результаты первого этапа реконструкции термомеханических характеристик слоя:

а) k̄3(z) = 1− 0.74z2; б) c̄∗33(z) = 1− 0.25z4.

Для оценки устойчивости предложенного похода решения КОЗ к измерительной
ошибке определения входной информации проведено ее зашумление, которое модели-
руется по формуле

fβ (τ) = f (τ) (1 + βγ0) , (65)

где β — амплитуда зашумления, γ0 — случайная величина с равномерным законом рас-
пределения на отрезке [−1, 1].

Выяснено, что с увеличением амплитуды зашумления погрешность реконструкции
всех функций возрастает. Однако даже при 1%-м шуме погрешность реконструкции ха-
рактеристик на первом этапе не превышает 10%.
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На втором этапе восстанавливались функции c̄∗13, γ̄∗1 из решения ИУФ 1-го рода,
полученных путем обращения уравнений (58), (59). При этом при решении ИУФ 1-го
и 2-го рода методом коллокаций сетка по сравнению с первым этапом измельчалась,
а отрезок z ∈ [0, 1] разбивался на m = 100 равных частей.

a) б)

Рис. 3. Результаты второго этапа реконструкции термомеханических характеристик слоя:
а) c̄∗13(z) = 1.2− 0.3z + 3z2; б) γ̄∗

1 (z) = 0.7 + 0.2e2.8z .

На рис. 3 изображены результаты реконструкции следующих характеристик на вто-
ром этапе: а) c̄∗13(z) = 1.2 − 0.3z + 3z2; б) γ̄∗1(z) = 0.7 + 0.2e2.8z . При этом максимальная
погрешность реконструкции увеличивалась до 11%, что связано с влиянием накопленной
погрешности идентификации на первом этапе.

На третьем этапе восстанавливались гипотетические законы неоднородности c̄∗11, k̄1
из решения обращенных ИУФ 1-го рода (60), (61) на измельченной сетке при m = 140.

a) б)

Рис. 4. Результаты третьего этапа реконструкции термомеханических характеристик слоя:
а) c̄∗11(z) = 1.4 + sin (0.45πz + 0.2); б) k̄1 (z) = 1.6− cos (πz).
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На рис. 4 представлены результаты восстановления на третьем этапе следующих ха-
рактеристик: а) c̄∗11(z) = 1.4+sin (0.45πz + 0.2); б) k̄1 (z) = 1.6−cos (πz). При этом макси-
мальная погрешность реконструкции увеличивалась до 24%. Это связано с накоплением
погрешности идентификации на предыдущих этапах.

6. Заключение

Исследована обратная задача об идентификации материальных характеристик
поперечно-неоднородного термоэлектроупругого слоя. С помощью преобразования Фу-
рье двумерная обратная задача для слоя сведена к ряду одномерных задач термоэлек-
троупругости относительно усредненных характеристик и их моментов. Представлен
трехэтапный подход по идентификации материальных характеристик. После исключе-
ния электрического потенциала получено три набора обратных задач, аналогичных за-
дачам для упругого и термоупругого стержня с модифицированными характеристика-
ми. На первом этапе идентификация построена на основе итерационного процесса, на
каждом этапе которого определяются поправки законов изменения термомеханических
характеристик путем решения ИУФ 1-го рода. Выявлены эффективные для идентифи-
кации временные отрезки измерения дополнительной информации. Операторные урав-
нения для решения обратной задачи на втором и третьем этапах получены методом
линеаризации. Проведены вычислительные эксперименты по реконструкции материаль-
ных характеристик термоэлектроупругого слоя, как при отсутствии зашумления входной
информации, так и при 1%-м шуме. Даны рекомендации по вычислительным аспектам
решения обратных задач на каждом этапе. Выяснено, что: 1) погрешность реконструк-
ции монотонных функций во внутренних точках на первом этапе не превосходит 4%;
2) на последующих этапах погрешность реконструкции заметно возрастает, что связано
с накоплением погрешности идентификации на предыдущих этапах.
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