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Аннотация. Системы функциональных уравнений вида f(x̄, ȳ, ξ̄, η̄, µ̄, ν̄) = χ(g(x, y, ξ, η), µ, ν) с ше-
стью неизвестными функциями x̄, ȳ, ξ̄, η̄, µ̄, ν̄ возникают при установлении взаимного вложе-
ния двуметрических феноменологически симметричных геометрий двух множеств (ДФС ГДМ).
При установлении вложения аддитивной ДФС ГДМ ранга (2, 2) с известной вектор-функцией
g(x, y, ξ, η) = (g1, g1) = (x+ ξ, y+ η) в дуальную ДФС ГДМ ранга (3, 2) с известной вектор-функцией
f(x, y, ξ, η, µ, ν) = (f1, f2) = (xξ + µ, xη + yξ + ν) явный вид системы двух функциональных урав-
нений будет следующим: xξ + µ = χ1(x + ξ, y + η, µ, ν), xη + yξ + ν = χ2(x + ξ, y + η, µ, ν). Эта
система двух функциональных уравнений разрешима, поскольку выражения вектор-функций g и
f , входящие в систему, известны. Чтобы найти общее невырожденное решение заданной системы
функциональных уравнений, необходимо разработать метод решения, что представляет собой инте-
ресную и содержательную математическую задачу. Основа метода состоит в дифференцировании
одного из функциональных уравнений, входящих в систему, с последующим переходом к диффе-
ренциальным уравнениям. Далее, решения дифференциальных уравнений подставляются во второе
функциональное уравнение исходной системы функциональных уравнений, откуда при соответству-
ющих ограничениях находится общее невырожденное ее решение. Данный метод может быть развит
и применен к другим такого же вида системам функциональных уравнений, возникающих в рамках
задачи вложения ДФС ГДМ, для нахождения их общего невырожденного решения.
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мы дифференциальных уравнений.
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1. Введение

Двуметрическая феноменологически симметричная геометрия двух множеств (ДФС
ГДМ) ранга (n + 1, 2), где n ∈ N , задается на двумерном и 2n-мерном дифференциру-
емых многообразиях M и N дифференцируемой вектор-функцией (двухкомпонентной
функцией) f : M ×N → R2 с открытой и плотной областью определения в M × N , со-
поставляющей паре точек два действительных числа [1, 2]. Координатное представление
для этой функции f = (f1, f2):

f = f(x, y, ξ1, ξ2, . . . , ξ2n),
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где (x, y) и (ξ1, ξ2, . . . , ξ2n) — локальные координаты соответственно в многообразиях M
и N . Дополнительно имеют место следующие аксиомы:

Аксиома 1. Координатное представление функции f невырождено относительно

координат (x, y) и (ξ1, ξ2, . . . , ξ2n).

Невырожденность функции f в ее координатном представлении выражается необра-

щением в нуль якобианов:

∂
(

f1(i, α), f2(i, α)
)

∂(xi, yi)
6= 0,

∂
(

f1(i1, α), f
2(i1, α), . . . , f

1(in, α), f
2(in, α)

)

∂(ξ1α, ξ
2
α, . . . , ξ

2n
α )

6= 0,

где (xi, yi) — координаты точки i, а (ξ1α, ξ
2
α, . . . , ξ

2n
α ) — координаты точки α.

Аксиома 2. Для плотного и открытого множества точек (i1, i2, . . . , in+1, α1, α2) ∈

Mn+1 ×N2 все 4(n + 1) значений функции f связаны уравнением

Φ(f1(i1, α1), f
2(i1, α1), . . . , f

1(in+1, α2), f
2(in+1, α2)) = 0,

где Φ = (Φ1,Φ2) — вектор-функция (двухкомпонентная функция) 4(n + 1) переменных

с rangΦ = 2.

Двуметрические феноменологически симметричные геометрии двух множеств появи-
лись в теории физических структур, разработанной Ю. И. Кулаковым и Г. Г. Михайли-
ченко [3, 4]. Известна полная классификация этих геометрий [1, 2, 5, 6], которая была по-
лучена функциональным методом в свое время вторым автором. С точностью до замены
координат в многообразиях и преобразованиях функции f , задающей двуметрическую
феноменологически симметричную геометрию двух множеств, Г. Г. Михайличенко были
найдены ДФС ГДМ ранга (n + 2, 1) для n = 1, 2, 3, 4, причем им же было установлено,
что для n > 4 не существует ДФС ГДМ. Стоит также отметить, что методом вложения
В. А. Кыровым и Г. Г. Михайличенко в их работе [7] была получена классификация ДФС
ГДМ ранга (3, 2). Исследования по изучению геометрических свойств таких геометрий
проводились В. А. Кыровым в работе [8].

2. Постановка задачи и ее решение

Пусть функция g = (g1, g2) = g(x, y; ξ1, ξ2, . . . , ξ2n) задает ДФС ГДМ ранга (n+1, 2),
а функция f = (f1, f2) = f(x′, y′; η1, . . . , η2n, η2n+1, η2n+2) задает ДФС ГДМ ранга (n +
2, 2), где n = 1, 2, 3.

Определение [5]. ДФС ГДМ ранга (n+ 1, 2) вложена в ДФС ГДМ ранга (n+ 2, 2),
если выполняется функциональное соотношение

f
(

x′, y′; η1, . . . , η2n, η2n+1, η2n+2
)

= χ
(

g(x, y; ξ1, . . . , ξ2n), ξ2n+1, ξ2n+2
)

,

где χ, x′ = λ1(x, y), y′ = λ2(x, y), η1 = τ1(ξ1, . . . , ξ2n, ξ2n+1, ξ2n+2), . . . ,
η2n = τ2n(ξ1, . . . , ξ2n, ξ2n+1, ξ2n+2), η2n+1 = τ2n+1(ξ1, . . . , ξ2n, ξ2n+1, ξ2n+2), η2n+2 =
τ2n+2(ξ1, . . . , ξ2n, ξ2n+1, ξ2n+2) — дифференцируемые функции, причем выполняются
неравенства

∂(x′, y′)

∂(x, y)
6= 0,

∂(η1, . . . , η2n+2)

∂(ξ1, . . . , ξ2n+2)
6= 0.
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В работе [5] доказано, что в каждую ДФС ГДМ ранга (n+ 2, 2) вложена по крайней
мере одна из ДФС ГДМ ранга (n+1, 2), где n = 1, 2, 3. Установление всех возможных по-
следовательных по рангу взаимных вложений ДФС ГДМ предполагает рассмотрение 23
систем функциональных уравнений. Нахождение общего невырожденного решения од-
ной из таких систем функциональных уравнений представляет собой сложную задачу,
как было отмечено В. А. Кыровым и Г. Г. Михайличенко в их работах [9, 10], в кото-
рых авторами с применением жордановых форм находятся канонические невырожден-
ные решения одной из таких систем функциональных уравнений, возникающей в задаче
о вложении ДФС ГДМ аддитивной, неаддитивной ранга (2, 2) в мультипликативную ран-
га (3, 2).

В последующем изложении будем использовать более удобные обозначения для ко-
ординат и функций.

В данной статье ставится задача о нахождении всех возможных вложений аддитивной
ДФС ГДМ ранга (2, 2) с вектор-функцией

g1 = x+ ξ, g2 = y + η

в дуальную ДФС ГДМ ранга (3, 2) с вектор-функцией

f1 = xξ + µ, f2 = xη + yξ + ν,

которая сводится к нахождению общего невырожденного решения системы двух функ-
циональных уравнений

{

xξ + µ = χ1(x+ ξ, y + η, µ, ν),

xη + yξ + ν = χ2(x+ ξ, y + η, µ, ν)
(1)

относительно шести неизвестных функций x = x(x, y), y = y(x, y) и ξ = ξ(ξ, η, µ, ν),
η = η(ξ, η, µ, ν), µ = µ(ξ, η, µ, ν), ν = ν(ξ, η, µ, ν) от двух переменных x, y и четырех
переменных ξ, η, µ, ν. Стоит отметить, что функции χ1 и χ2, входящие в систему функ-
циональных уравнений (1), также являются неизвестными.

Вложение оказывается возможным, если система (1) имеет хотя бы одно невырож-
денное решение, удовлетворяющее следующим двум условиям:

∂(x, y)

∂(x, y)
6= 0,

∂(ξ, η, µ, ν)

∂(ξ, η, µ, ν)
6= 0. (2)

При вложении допускаются обратимые замены локальных координат (x; y) 7→ (x; y),
(ξ; η;µ; ν) 7→ (ξ; η;µ; ν) в двумерном и четырехмерном многообразиях, на которых мет-
рическая функция задает ДФС ГДМ ранга (3, 2), а также ее масштабное преобразование
χ(f) → f . Заметим, что компоненты χ1 и χ2 этого преобразования по решению систе-
мы (1) и ее уравнениям определяются однозначно.

Теорема. Общее невырожденное решение системы (1) определяется строением его

первой функции x = x(x, y):
1. Общее экспоненциальное невырожденное решение











































x = h exp(ax+ by) + g,

y = (h(cx + γy) + β) exp(ax+ by) + α,

ξ = ξ(µ, ν) exp(aξ + bη),

η = (ξ(µ, ν)(cξ + γη) + η(µ, ν)) exp(aξ + bη),

µ = −gξ(µ, ν) exp(aξ + bη) + µ(µ, ν),

ν = −(ξ(µ, ν)(g(cξ + γη) + α) + gη(µ, ν)) exp(aξ + bη) + ν(µ, ν),

(3)
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где h 6= 0, aγ − bc 6= 0, ∂(µ(µ, ν), ν(µ, ν))/∂(µ, ν) 6= 0, причем χ1 = hξ(µ, ν) exp(a(x + ξ) +
b(y+ η) + µ(µ, ν)), χ2 = (ξ(µ, ν)(h(c(x+ ξ) + γ(y+ η)) + β) + hη(µ, ν)) exp(a(x+ ξ) + b(y+
η) + ν(µ, ν));

2. Общее линейное невырожденное решение











































x = ax+ by + g,

y = acx2

2 + bcxy + bγy2

2 + (h+ gc)x+ (β + gγ)y + α,

ξ = ξ(µ, ν),

η = ξ(µ, ν)(cξ + γη) + η(µ, ν),

µ = ξ(µ, ν)(aξ + bη) + µ(µ, ν),

ν = ξ(µ, ν)
(

acξ2

2 + bcξη + bγη2

2 + hξ + βη
)

+ η(µ, ν)(aξ + bη) + ν(µ, ν),

(4)

где aγ − bc = 0, aβ − bh 6= 0, (aβ − bh)∂(ξ(µ, ν), η(µ, ν))/∂(µ, ν) − (βc − hγ)∂(ξ(µ, ν),
µ(µ, ν))/∂(µ, ν) 6= 0, причем χ1 = ξ(µ, ν)(a(x + ξ) + b(y + η) + g) + µ(µ, ν), χ2 =
ξ(µ, ν)(ac(x + ξ)2/2 + (x + ξ)(y + η) + βγ(y + η)2/2 + (h + gc)(x + ξ) + (β + gγ)(y + η) +
α) + η(µ, ν)(a(x + ξ) + b(y + η)) + ν(µ, ν).

⊳ Приступим к доказательству теоремы. Заметим, что в первое уравнение си-
стемы (1) из шести неизвестных функций входят только три, именно: x = x(x, y),
ξ = ξ(ξ, η, µ, ν) и µ = µ(ξ, η, µ, ν). Определив их как его решение и подставив во вто-
рое уравнение системы (1), можно будет найти возможные на них ограничения, а также
оставшиеся три неизвестные функции y = y(x, y), η = η(ξ, η, µ, ν) и ν = ν(ξ, η, µ, ν). Пер-
вое уравнение системы (1) продифференцируем отдельно по переменным x и ξ. Посколь-
ку в его правую часть они входят в виде суммы x+ ξ, результаты дифференцирования
по ним его левой части должны совпадать, откуда следует равенство

xxξ = xξξ + µξ. (5)

По шести независимым переменным x, y и ξ, η, µ, ν равенство (5) является тождеством.
Зафиксируем в нем последние четыре переменные ξ, η, µ, ν. Учитывая, что по второму из
условий (2) имеем ξ 6= 0, для функции x = x(x, y) по переменной x, получаем следующее
дифференциальное уравнение:

xx = ax+ c. (6)

Если a 6= 0, то решение уравнения (6) будет экспоненциальным:

x = x(y)eax − c/a, (7)

причем по первому из условий (2) x(y) 6= 0.
Если же a = 0, но c 6= 0, то решение будет линейным:

x = cx+ x(y). (8)

Если же, наконец, a = 0 и c = 0, то решение уравнения (6) от переменной x зависеть
не будет:

x = x(y), (9)

причем по первому из условий (2) x′(y) 6= 0, т. е. x(y) 6= const. В дифференциальное
равенство (5) подставим сначала экспоненциальное решение (7):

ax(y)eaxξ = (x(y)eax − c/a)ξξ + µξ,
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откуда для функций ξ и µ получаем систему уравнений ξξ = aξ, µξ = cξ со следующим
решением:

ξ = ξ(η, µ, ν)eaξ , µ = cξ(η, µ, ν)eaξ/a+ µ(η, µ, ν), (10)

где, очевидно, ξ(η, µ, ν) 6= 0.
Выражения (7), (10) для функций x, ξ, µ подставим в первое уравнение системы (1)

x(y)ξ(η, µ, ν)ea(x+ξ) + µ(η, µ, ν) = χ1(x+ ξ, y + η, µ, ν).

Производные его левой части по переменным y и η совпадают, поскольку в его правую
часть они входят в виде суммы y + η, откуда следует равенство

x′(y)ξ(η, µ, ν)ea(x+ξ) = x(y)ξη(η, µ, ν)e
a(x+ξ) + µη(η, µ, ν),

а из него затем система уравнений x′(y) = bx(y), ξη(η, µ, ν) = bξ(η, µ, ν), µη(η, µ, ν) = 0

для функций x(y), ξ(η, µ, ν), µ(η, µ, ν) со следующим решением:

x(y) = heby, ξ(η, µ, ν) = ξ(µ, ν)ebη , µ(η, µ, ν) = µ(µ, ν). (11)

Соединяя выражения (7), (10) с решением (11), получим экспоненциальное решение
первого уравнения системы (1)











x = heax+by − c/a,

ξ = ξ(µ, ν)eaξ+bη ,

µ = cξ(µ, ν)eaξ+bη/a+ µ(µ, ν)

(12)

с явной зависимостью функции x от переменной x, поскольку a 6= 0, в котором, очевидно,
h 6= 0 и ξ(µ, ν) 6= 0.

Подставим теперь в дифференциальное равенство (5) линейное решение (8)

cξ = (cx+ x(y))ξξ + µξ,

откуда получаем для функций ξ и µ систему уравнений ξξ = 0, µξ = cξ со следующим
решением:

ξ = ξ(η, µ, ν), µ = cξ(η, µ, ν)ξ + µ(η, µ, ν), (13)

где ξ(η, µ, ν) 6= 0.
Выражения (8) и (13) для функций x, ξ, µ подставим в первое уравнение системы (1)

(c(x+ ξ) + x(y))ξ(η, µ, ν) + µ(η, µ, ν) = χ1(x+ ξ, y + η, µ, ν).

Производные его левой части по переменным y и η, очевидно, совпадают:

x′(y)ξ(η, µ, ν) = (c(x+ ξ) + x(y))ξη(η, µ, ν) + µη(η, µ, ν),

откуда для функций x(y), ξ(η, µ, ν), µ(η, µ, ν) получаем систему уравнений x′(y) = d,
ξη(η, µ, ν) = 0, µη(η, µ, ν) = dξ(η, µ, ν) со следующим решением:

x(y) = dy + g, ξ(η, µ, ν) = ξ(µ, ν), µ(η, µ, ν) = dξ(µ, ν)η + µ(µ, ν). (14)

Соединим выражения (8), (13) с решением (14). В результате получим линейное ре-
шение первого уравнения системы (1)

{

x = cx+ dy + g, ξ = ξ(µ, ν),

µ = ξ(µ, ν)(cξ + dη) + µ(µ, ν)
(15)
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с явной зависимостью функции x от переменной x, поскольку c 6= 0, в котором ξ(µ, ν) 6= 0.
В дифференциальное равенство (5) подставим последнее решение (9), в котором отсут-
ствует зависимость от переменной x:

x(y)ξξ + µξ = 0.

Поскольку x′(y) 6= 0, для функций ξ и µ отсюда получаем систему уравнений ξξ = 0,
µξ = 0 с решением

ξ = ξ(η, µ, ν), µ = µ(η, µ, ν), (16)

причем ξ(η, µ, ν) 6= 0.
Выражения (9), (16) подставим в первое уравнение системы (1)

x(y)ξ(η, µ, ν) + µ(η, µ, ν) = χ1(x+ ξ, y + η, µ, ν).

Производные левой части этого уравнения по переменным y и η, очевидно, совпадают:

x′(y)ξ(η, µ, ν) = x(y)ξ
η
(η, µ, ν) + µη(η, µ, ν),

откуда для функций x(y), ξ(η, µ, ν), µ(η, µ, ν) получаем систему уравнений x′(y) =
px(y) + q, ξ

η
(η, µ, ν) = pξ(η, µ, ν), µη(η, µ, ν) = qξ(η, µ, ν) со следующими двумя реше-

ниями:










x(y) = repy − q/p,

ξ(η, µ, ν) = ξ(µ, ν)epη,

µ(η, µ, ν) = qξ(µ, ν)epη/p + µ(µ, ν),

(17)

если p 6= 0, причем r 6= 0, ξ(µ, ν) 6= 0, и










x(y) = qy + s,

ξ(η, µ, ν) = ξ(µ, ν),

µ(η, µ, ν) = qξ(µ, ν)η + µ(µ, ν),

(18)

если p = 0, причем q 6= 0, ξ(µ, ν) 6= 0.
Соединяя выражения (9), (16) и (17), получим экспоненциальное решение систе-

мы (1), в котором функция x не зависит от переменной x:










x = repy − q/p,

ξ = ξ(µ, ν)epη ,

µ = qξ(µ, ν)epη/p + µ(µ, ν).

(19)

Решение (19) можно включить в решение (12), если допустить в нем более общее огра-
ничение a2 + b2 6= 0. Тогда при a = 0 должно быть b 6= 0. Вводя в решениях (12) и (19)
единое обозначение констант и минимизируя их число, общее экспоненциальное реше-
ние первого уравнения системы (1), не противоречащее условиям (2), можно записать
в следующем виде:











x(y) = heax+by + g,

ξ(η, µ, ν) = ξ(µ, ν)eax+bη ,

µ(η, µ, ν) = −gξ(µ, ν)eaξ+bη + µ(µ, ν),

(20)

где a2 + b2 6= 0, h 6= 0, ξ(µ, ν) 6= 0.
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Соединяя выражения (9), (16) и (18), получим линейное решение первого уравнения
системы (1), в котором функция x не зависит от переменной x:











x = qy + s,

ξ = ξ(µ, ν),

µ = qξ(µ, ν)η + µ(µ, ν).

(21)

Решение (21) можно включить в решение (15) на основаниях, аналогичных объединению
решений (19) и (12):











x = ax+ by + g,

ξ = ξ(µ, ν),

µ = ξ(µ, ν)(aξ + bη) + µ(µ, ν),

(22)

где a2 + b2 6= 0, ξ(µ, ν) 6= 0.

Заметим, что общее линейное решение (22) первого уравнения системы (1), как и его
общее экспоненциальное решение (20), не противоречит условиям (2). В совокупности же
эти решения составляют общее решение первого уравнения системы (1). Для того чтобы
найти общее невырожденное решение системы (1), необходимо общие решения (20) и (22)
ее первого уравнения подставить в ее второе уравнение. Сначала во второе уравнение
системы (1) подставим решение (20)

(heax+by + g)η + yξ(µ, ν)eaξ+bη + ν = χ2(x+ ξ, y + η, µ, ν). (23)

Производные левой части уравнения (23) по переменным x и ξ, очевидно, совпадают:

aheax+byη + yxξ(µ, ν)e
aξ+bη = (heax+by + g)ηξ + ayξ(µ, ν)eaξ+bη + νξ.

Фиксируя в этом равенстве переменные ξ, η, µ, ν, сначала получим уравнения для функ-
ции y, используя которое затем из того же равенства получаем уравнения для функций
η и ν. В итоге имеем систему уравнений yx − ay = cheax+by + d, ηξ − aη = cξ(µ, ν)eaξ+bη ,
νξ + gηξ = dξ(µ, ν)eaξ+bη со следующими решениями:











y = chxeax+by + y(y)eax − d/a,

η = cξ(µ, ν)ξeaξ+bη + η(η, µ, ν)eaξ ,

ν = (−gcξ + d/a)ξ(µ, ν)eaξ+bη − gη(η, µ, ν)eaξ + ν(η, µ, ν),

(24)

если a 6= 0 и










y = (cheby + d)x+ y(y),

η = cξ(µ, ν)ξebη + η(η, µ, ν),

ν = (−gc+ d)ξ(µ, ν)ξebη − gη(η, µ, ν) + ν(η, µ, ν),

(25)

если a = 0, причем b 6= 0, так как a2 + b2 6= 0.
В уравнение (23), полагая a 6= 0, подставим выражения (24):

chξ(µ, ν)(x+ ξ)ea(x+ξ)+b(y+η) + (y(y)ξ(µ, ν)ebη

+ hη(η, µ, ν)eby)ea(x+ξ) + ν(η, µ, ν) = χ2(x+ ξ, y + η, µ, ν). (26)
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Производные левой части уравнения (26) по переменным y и η, очевидно, совпадают:

(y′(y)ξ(µ, ν)ebη + bhη(η, µ, ν)eby)ea(x+ξ)

= (by(y)ξ(µ, ν)ebη + hηη(η, µ, ν)e
by)ea(x+ξ) + νη(η, µ, ν),

откуда для функций y(y), η(η, µ, ν), ν(η, µ, ν) получаем уравнения y′(y)− by(y) = γheby,
ηη(η, µ, ν) − bη(η, µ, ν) = γξ(µ, ν)ebη , νη(η, µ, ν) = 0 со следующими решениями:











y(y) = γhyeby + βeby,

η(η, µ, ν) = γξ(µ, ν)ηebη + η(µ, ν)ebη ,

ν(η, µ, ν) = ν(µ, ν),

(27)

которые являются также и решениями функционального уравнения (26).
Объединяя выражения (24) и (27), получим решения исходного функционального

уравнения (23) для случая a 6= 0











y = (h(cx + γy) + β)eax+by − d/a,

η = (ξ(µ, ν)(cξ + γη) + η(µ, ν))eaξ+bη ,

ν = (−gξ(µ, ν)(cξ + γη) + dξ(µ, ν)/a − gη(µ, ν))eaξ+bη + ν(µ, ν).

(28)

В уравнение (23) с a = 0 подставим выражения (25):

hcξ(µ, ν)(x+ ξ)eb(y+η) + hη(η, µ, ν)eby + dξ(µ, ν)(x+ ξ)ebη

+ y(y)ξ(µ, ν)ebη + ν(η, µ, ν) = χ2(x+ ξ, y + η, µ, ν).
(29)

Производные левой части уравнения (29) по переменным y и η, очевидно, совпадают:

hbη(η, µ, ν)eby + y′(y)ξ(µ, ν)ebη

= hηη(η, µ, ν)e
by + bdξ(µ, ν)(x+ ξ)ebη + by(y)ξ(µ, ν)ebη + νη(η, µ, ν),

откуда выводим, что d = 0, так как b 6= 0, ξ(µ, ν) 6= 0, и для функций y(y), η(η, µ, ν),
ν(η, µ, ν) получаем уравнения y′(y)−by(y) = γheby+α, ηη(η, µ, ν)−bη(η, µ, ν) = γξ(µ, ν)ebη ,
νη(η, µ, ν) = αξ(µ, ν)ebη со следующими решениями:











y(y) = γhyeby + βeby − α/b,

η(η, µ, ν) = γξ(µ, ν)ηebη + η(µ, ν)ebη ,

ν(η, µ, ν) = αξ(µ, ν)ebη/b+ ν(µ, ν),

(30)

которые удовлетворяют также и уравнению (29) с d = 0. Соединяя выражения (30)
с выражениями (25), в которых должно быть d = 0, получаем решение уравнения (23)
при a = 0











y = (h(cx + γy) + β)eby − α/b,

η = (ξ(µ, ν)(cξ + γη) + η(µ, ν))ebη ,

ν = (−gξ(µ, ν)(cξ + γη) + αξ(µ, ν)/b − gη(µ, ν))ebη + ν(µ, ν).

(31)
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Решение (31) можно включить в решение (28), введя единое ограничение a2 + b2 6= 0
и переобозначения d → −αa, α/b → −α,











y = ((h(cx + γy) + β) + β)eax+by + α,

η = (ξ(µ, ν)(cξ + γη) + η(µ, ν))eaξ+bη ,

ν = −(ξ(µ, ν)(g(cξ + γη) + α) + gη(µ, ν))eaξ+bη + ν(µ, ν).

(32)

Соединяя общие решения (20) и (32) первого и второго уравнений системы (1), по-
лучим ее общее экспоненциальное решение (3). Дополнительные ограничения в нем
(aγ− bc 6= 0, ∂(µ(µ, ν))/∂(µ, ν) 6= 0) определяются условиями (2) его невырожденности, а
компоненты χ1 и χ2 масштабной функции χ находятся его подстановкой в соответству-
ющие функциональные уравнения системы (1).

Подставим теперь во второе уравнение системы (1) общее решение (22) ее первого
уравнения:

(ax+ by + g)η + yξ(µ, ν) + ν = χ2(x+ ξ, y + η, µ, ν). (33)

Производные левой части уравнения (33) по переменным x и ξ, очевидно, совпадают:

aη + yxξ(µ, ν) = (ax+ by + g)ηξ + νξ,

откуда для функций y, η, ν получаем систему уравнений yx = c(ax + by + g) + h, ηξ =

cξ(µ, ν), νξ = aη + hξ(µ, ν) со следующим решением:










y = acx2/2 + bcxy + (gc + h)x+ y(y),

η = cξ(µ, ν)ξ + η(η, µ, ν),

ν = acξ(µ, ν)ξ2/2 + (hξ(µ, ν) + aη(η, µ, ν))ξ + ν(η, µ, ν),

(34)

которое подставим в исходное уравнение (33)

acξ(µ, ν)(x+ ξ)2/2 + (ξ(µ, ν)(bcy + gc+ h) + aη(η, µ, ν))(x + ξ)

+(by + g)η(η, µ, ν) + ξ(µ, ν)y(y) + ν(η, µ, ν) = χ2(x+ ξ, y + η, µ, ν).
(35)

Производные левой части уравнения (35) по переменным y и η, очевидно, совпадают:

bcξ(µ, ν)(x+ξ)+bη(η, µ, ν)+ξ(µ, ν)y′(y) = aηη(η, µ, ν)(x+ξ)+(by+g)ηη(η, µ, ν)+νη(η, µ, ν),

откуда для функций y(y), η(η, µ, ν), ν(η, µ, ν) получаем систему уравнений y′(y) = γ(by+
g) + β, ηη(η, µ, ν) = γξ(µ, ν), νη(η, µ, ν) = βξ(µ, ν) + bη(η, µ, ν) со следующим решением:











y(y) = bγy2/2 + (b+ gγ)y + α,

η(η, µ, ν) = γξ(µ, ν)η + η(µ, ν),

ν(η, µ, ν) = ξ(µ, ν)(bγη2/2 + βη) + bη(µ, ν)η + ν(µ, ν),

(36)

в котором имеет место связь констант

aγ − bc = 0. (37)

Выражения (34) дополним выражениями из решения (36):










y = acx2/2 + bcxy + bγy2/2 + (h+ gc)x+ (β + gγ)y + α,

η = ξ(µ, ν)(cξ + γη) + η(µ, ν),

ν = ξ(µ, ν)(acξ2/2 + bcξη + bγη2/2 + hξ + βη) + η(µ, ν)(aξ + bη) + ν(µ, ν).

(38)



Общее невырожденное решение 65

В совокупности общие решения (22) и (38) первого и второго уравнений системы (1)
представляют собой ее общее линейное решение (4). Дополнительные к связи (37) огра-
ничения в нем (в частности, aβ− bh 6= 0) вытекают из условий (2) его невырожденности,
а компоненты масштабной функции χ = (χ1, χ2) находятся его подстановкой в каждое
из уравнений системы (1), что и завершает доказательство теоремы. ⊲

3. Заключение

Поставленная выше задача полностью решена. Найдено общее невырожденное ре-
шение системы функциональных уравнений (1), которое можно записать в компактной
форме, используя замену координат x, y, ξ, η и функций x, y, ξ, η, µ, ν. Из этих форм
выпишем явно только краткие выражения для функций x и y.

Экспоненциальное решение
x = ex, y = yex

получается при следующей замене: ax + by → x, cx + γy + β/h → y, (x − g)/h → x,
(y − α)/h → y.

Линейное решение
x = x, y = δx2 + y

получается при следующей замене: ax+by+g → x, hx+βy+α → y, x → x, y+δg2 → y, где
коэффициент δ отражает связь векторов (c, γ) и (a, b) по формуле cx+ γy = 2δ(ax+ by).
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Abstract. Systems of functional equations of the form f(x̄, ȳ, ξ̄, η̄, µ̄, ν̄) = χ(g(x, y, ξ, η), µ, ν) with
six unknown functions x̄, ȳ, ξ̄, η̄, µ̄, ν̄ arise when establishing the mutual embedding of two-metric
phenomenologically symmetric geometries of two sets (TPhS GTS). When establishing an embedding of an
additive TPhS GTS of rank (2, 2) with a known vector function g(x, y, ξ, η) = (g1, g1) = (x+ ξ, y + η) into a
dual GDM DFS of rank (3, 2) with a known vector function f(x, y, ξ, η, µ, ν) = (f1, f2) = (xξ+µ, xη+yξ+ν)
the explicit form of the system of two functional equations is as follows: xξ + µ = χ1(x + ξ, y + η, µ, ν),
xη+yξ+ν = χ2(x+ ξ, y+η, µ, ν). This system of two functional equations is solvable because the expressions
for the vector functions g and f in the system are known. To find a general nondegenerate solution to a
given system of functional equations, it is necessary to develop a solving method, which is an interesting and
meaningful mathematical problem. The basis of the method is the differentiation of one of the functional
equations included in the system, followed by the transition to differential equations. Further, the solutions
of the differential equations are substituted into the second functional equation of the original system of
functional equations, from which, under appropriate restrictions, its general nondegenerate solution is found.
This method can be developed and applied to other systems of functional equations of the same type that
arise in the framework of the TPhS GTS embedding problem in order to find their general nondegenerate
solution.
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