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Аннотация. Исследуется динамическая система типа бинарной цепочки Буслаева. Система содер-
жит N контуров. На каждом контуре имеются две ячейки и одна частица. Для каждого контура
имеется по одной общей точке, называмой узлом, с каждым из двух соседних контуров. В детерми-
нированном варианте системы в любой дискретный момент времени каждая частица перемещается
в другую ячейку, если нет задержки. Задержки обусловлены тем, что две частицы не могут про-
ходить через узел одновременно. Если две частицы стремятся пересечь один и тот же узел, то
перемещается только одна частица в соответствии с заданным правилом разрешения конкуренции.
В стохастическом варианте частица стремится переместиться, если система находится в состоянии,
соответствующем состоянию детерминированной системы, в котором частица перемещается. Эта
попытка реализуется в соответствующей системе с вероятностью 1− ε, где ε — малая величина. По-
лучено правило разрешения конкуренции, называемое правилом длинного кластера. Это правило
переводит систему в такое состояние, что все частицы перемещаются без задержек в настоящий мо-
мент и в будущем (состояние свободного движения), причем система попадает в состояние движения
за минимальное возможное время. Среднее число vi перемещений частицы i-го контура в единицу
времени называется средней скоростью этой частицы, i = 1, . . . , N. В предположении, что N = 3, для
стохастического варианта системы получены следующие результаты. Для правила длинного класте-
ра получена следующая формула для средней скорости частиц: v1 = v2 = v3 = 1− 2ε+ o(ε) (ε → 0).
Для левоприоритетного правила, в соответствии с которым при конкуренции приоритет имеет ча-
стица контура с меньшим номером, для средней скорости частиц получена следующая формула:
v1 = v2 = v3 = 6

7
+ o(

√
ε).
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1. Введение

Класс математических моделей трафика образуется динамическими системами, в ко-
торых частицы движутся на замкнутой или бесконечной решетке. Аналитические резуль-
таты для таких систем получены, например, в [1–7]. Более сложные системы данного
класса, в частности, модели с сетевой структурой исследуются преимущественно с по-
мощью имитационного моделирования. Модели данного класса могут формулироваться
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в терминах клеточных автоматов [8] или случайных процессов с запретами [9]. В [10–
12] рассматриваются модели, в которых частицы движутся в двух перпендикулярных
направлениях на тороидальной решетке.

В [13] исследовалась динамическая система, в которой частицы движутся по кана-
лам системы в соответствии с заданными правилами. В [14] введено понятие кластерного
движения в математических моделях трафика. В дискретном варианте кластеры пред-
ставляют собой группы частиц, располагающихся в соседних ячейках и перемещающих-
ся одновременно. В непрерывном варианте кластеры представляют собой движущиеся
отрезки. А. П. Буслаев ввел класс динамических систем, которые были названы кон-

турными сетями (сетями Буслаева) [15]. Контурная сеть содержит контуры, причем
соседние контуры имеют общие точки, называемые узлами. На контурах находятся ча-
стицы или кластеры. Частицы (кластеры) перемещаются по заданному правилу. В узлах
возникают задержки, обусловленные тем, что частицы (кластеры) не могут проходить
через узлы одновременно. Контурные сети могут использоваться как транспортные мо-
дели и иметь другие приложения, в том числе, могут использоваться при моделировании
систем связи и компьютерных сетей. В [15–23] получены аналитические результаты для
контурных сетей.

В [16] рассматривается динамическая система, называемая бинарной цепочкой конту-

ров. На каждом контуре имеются две ячейки и одна частица. На каждом контуре распо-
лагаются два узла. Эти узлы представляют собой общие точки для данного узла с двумя
соседними. Если две частицы стремятся пересечь один и тот же узел одновременно, то
возникает конкуренция. В [16] бинарная цепочка исследуется при трех правилах разре-
шения конкуренции. Этими правилами являются стохастическое правило, при котором
каждая из двух конкурирующих частиц пересекает узел первой (выигрывает конкурен-
цию) равновероятно, правоприоритетное правило (конкуренцию выигрывает частица,
которая находится на контуре, расположенном справа от узла), и правило, при котором
конкуренцию выигрывает частица, находящаяся на контуре с четным номером. В рабо-
те [17] рассматривается вероятностный вариант системы, рассматривавшейся в [16]. Если
вероятностная система находится в таком состоянии, что в соответствующей детермини-
рованной системе частица должна переместиться, то в вероятностной системе частица
перемещается с вероятностью 1 − ε. Поведение системы исследуется в предположении,
что ε стремится к 0. Получена формула для средней скорости частиц при правиле раз-
решения конкуренции, при котором конкуренции выигрывают частицы, находящиеся в
ячейках с четными номерами. В [18] исследуется бинарная цепочка контуров с правилом,
при котором ни одна из конкурирующих частиц не перемещается в текущий момент и в
будущем. В [19] рассматривается замкнутая цепочка контуров. Имеется m ячеек и кла-
стер, содержащий l < m частиц на каждом контуре, m — четное число. Непрерывный
вариант этой системы рассматривался в [20]. В [21, 22] рассматривалась двухконтурная
система с двумя несимметрично расположенными узлами, причем в [22] найдено пра-
вило разрешения конкуренции, оптимальное в смысле максимизации средней скорости
кластеров. В [23] исследовалась несимметричная двухконтурная система с одним узлом.

В настоящей работе рассматривается бинарная цепочка с произвольным конечным
числом контуров. Найдено правило разрешения конкуренции, кроторое оптимально в
следующем смысле. При этом правиле система из любого начального состояния попа-
дает в состояние свободного движения, причем за минимальное возможное время. Это
правило названо правилом длинного кластера. Рассматривается также вероятностный
вариант системы. В этом варианте вероятность того, что попытка частицы переместить-
ся реализуется равна 1 − ε. Система исследуется при ε → 0 для левоприоритетного
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правила разрешения конкуренции и правила длинного кластера. Пространство состоя-
ний рассматриваемой системы конечно и эргодичность системы обосновывается легче,
чем в случае бесконечного пространства состояний, как, например, для системы, рас-
сматриваемой в [24].

2. Описание детерминированной системы

Рассмотрим систему, содержащую N контуров (рис. 1). Контуры имеют номера
0, 1, . . . , N − 1. На каждом контуре имеются две ячейки — нижняя ячейка 0 и верх-
няя ячейка 1. Будем говорить, что контур i находится в состоянии j, если частица этого
контура (частица i) находится в ячейке j, j = 0, 1. Для каждого контура имеются два
соседних — один контур слева и один контур справа. Контур i−1 (вычитание по модулю
N) находится слева от контура i, а контур i+1 (сложение по модулю N) находится спра-
ва от контура i, i = 0, 1, . . . , N − 1. Имеется общая точка узлов i, i+1 называется узлом
(i, i + 1) (сложение по модулю N). Переходя из ячейки 0 в ячейку 1, частица контура i
(частица i) пересекает узел (i, i + 1), а переходя из ячейки 1 в ячейку 0, частица i + 1
пересекает узел (i, i + 1) (движение против часовой стрелки), i = 0, 1, . . . , N − 1.

Рис. 1. Бинарная замкнутая цепочка контуров.

Если две частицы стремятся пройти одновременно через один и тот же узел, то воз-
никает конкуренция. В этом случае перемещается только одна частица, выбираемая в
соответствии с правилом разрешения конкуренции.

Состояние системы есть вектор

x = (x0, x1, . . . , xN−1),

где xi — номер ячейки, в которой находится частица i, i = 0, 1, . . . , N − 1. Множество
единиц в соседних позициях вектора называем 1-кластером, причем позиции xN−1, x0
считаются соседним (циклический вектор). Кластеры единиц отделены друг от друга
нулями. Число единиц в 1-кластере называется длиной этого кластера. Аналогично опре-
деляются 0-кластер и его длина.

Начальное состояние системы задается.

3. Описание стохастической системы

В вероятностном варианте системы вероятность перемещения частицы равна 1−ε, ес-
ли система находится в состоянии, при нахождении в котором детерминированной систе-
мы эта частица перемещается. Если в соответствующем состоянии детерминированной
системы частица не перемещается, то эта частица не перемещается и в стохастической
системе.

4. Описание правила длинного кластера

Пусть l0(x) — длина самого длинного 0-кластера в предположении, что система нахо-
дится в состоянии x, и l1(x) — длина самого длинного 1-кластера в этом предположении.
Если система находится в состоянии x и l0(x) 6 l1(x), то в соответствии с правилом длин-

ного кластера для любой пары конкурирующих частиц частица, расположенная справа,
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т. е. частица, переходящая из ячейки 1 в ячейку 0, перемещается первой. Если система
находится в состоянии x и l0(x) > l1(x), то в соответствии с правилом длинного кла-

стера для любой пары конкурирующих частиц первой перемещается частица, которая
расположена слева, т. е. частица, переходящая из ячейки 0 в ячейку 1. Если в векто-
ре состояния x нет нулей или нет единиц, то полагаем соответственно l0(x) = 0 или
l1(x) = 0.

5. Понятие средней скорости

Пусть H(t) — математическое ожидание суммарного числа перемещений частиц в ин-
тервале времени (0, t). Предел

vi = lim
t→∞

H(t)

t
, i = 0, 1, . . . , N − 1,

называется средней скоростью частицы i, i = 0, 1, . . . , N − 1.
Значение

v =
1

N

N−1
∑

i=0

vi

называется средней скоростью частиц.

Будем говорить, что система находится в состоянии свободного движения в момент
времени t0, если в любой момент t > t0 все частицы перемещаются. Если система попа-
дает в состоянии свободного движения, то v = v0 = v1 = · · · = vN−1 = 1.

6. Оптимизационное свойство правила длинного кластера

Правило длинного кластера будем называть также правилом S0.
Пусть

l(x(t)) = min(l0(x(t)), l1(x(t))),

где x(t) — состояние системы в момент t.

Лемма 1. При любом правиле разрешения конкуренции выполняется неравенство

l(x(t+ 1)) > l(x(t))− 1. (1)

⊳ Если l(x(t)) = 1, то правая часть неравенства (1) равна 0 и, таким образом, вы-
полнение неравенства (1) очевидно. Пусть l(x(t)) > 1 и в векторе x(t) имеется 0-кластер,
занимающий позиции i0, i0+1, . . . , i0+s−1 (сложение по модулю N). Тогда при переходе
от момента времени t к моменту t + 1 частица i0 + s − 1 — конкурирующая частица и
частицы i0, i0+1, . . . , i0+s−1 переходят в ячейки с индексом 1. Таким образом, в векторе
x(t+ 1) имеется 1-кластер длиной не меньше, чем l0(x(t)) − 1. Следовательно,

l1(x(t+ 1)) > l0(x(t)) − 1. (2)

Доказательство неравенства

l0(x(t+ 1)) > l1(x(t))− 1 (3)

аналогично.
Из (2), (3) следует (1). ⊲
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Лемма 2. Пусть l(x(t)) > 1. Тогда для правила длинного кластера S0 выполняется

следующее равенство:

l(x(t+ 1)) = l(x(t))− 1.

⊳ Если l(x(t)) = l0(x(t)) = 1, то в соответствии с правилом длинного кластера в мо-
мент времени все частицы будут в ячейках 0 и, следовательно, l(x(t+1)) = l1(x(t+1)) = 0.
Аналогично рассматривается случай, когда l(x(t)) = l1(x(t)) = 1. Предположим, что
2 6 l0(x(t)) 6 l1(x(t)) и в векторе x(t) имеется 0-кластер, занимающий позиции
i0, i0 + 1, . . . , i0 + s − 1 (сложение по модулю N). Тогда при переходе от момента t к
моменту t+1 частицы i0, i0+1, . . . , i0+s−2 перейдут в ячейки 1 и в соответствии с пра-
вилом длинного кластера частица i0 − 1 (вычитание по модулю N) переходит из ячейки
1 в ячейку 0, а частица i0 + s− 1 остается в ячейке 0. Таким образом, в векторе x(t+ 1)
будет иметься 1-кластер длиной l(t)− 1. Все частицы, которые находились в момент t в
ячейках 1, в соответствии с правилом длинного кластера перейдут в ячейки 0. Следова-
тельно, в векторе x(t + 1) есть 0-кластеры длиной больше l(x(t)) − 1 и нет 1-кластеров
длиной больше l(x(t)). Таким образом, при 2 6 l0(x(t)) 6 l1(x(t)) утверждение леммы
верно. В предположении, что 2 6 l1(x(t)) < l0(x(t)) доказательство аналогично. ⊲

Предположим, что из состояния x система за a(x, S) шагов попадает в состояние
свободного движения при начальном состояии x и правиле разрешения конкуренции S.
Если система при правиле S не попадает в состояние свободного движения, то полагаем
a(x, S) = ∞.

Теорема 1. Для любого правила разрешения конкуренции S и начального состоя-

ния x выполняется неравенство

a(x, S0) = l(x) 6 a(x, S),

т. е. правило длинного кластера из любого начального состояния за минимальное воз-

можное время переводит систему в состояние свободного движения.

⊳ Теорема 1 следует из лемм 1 и 2. ⊲

7. Вероятностная система с тремя контурами

и левоприоритетным правилом

Рассмотрим систему c левоприоритетным правилом разрешения конкуренции, т. е.
предположим, что частица i выигрывает конкуренцию частиц i и i + 1 (сложение по
модулю N), i = 0, 1, . . . , N − 1. Предположим, что N = 3. Имеется 8 состояний

E0 = (0, 0, 0), E1 = (0, 0, 1), E2 = (0, 1, 0), E3(0, 1, 1),

E4 = (1, 0, 0), E5 = (1, 0, 1), E6 = (1, 1, 0), E7(1, 1, 1).

Разобьем множество состояний системы на четыре подмножества

G1 = {E0}, G2 = {E7}, G3 = {E3, E5, E6}, G4 = {E1, E2, E4}.

Вследствие симметрии вероятность перехода из состояния Gi в состояние Gj не зависит
от состояния, принадлежащему Gi, i, j = 1, 2, 3, 4. Таким образом, G1, G2, G3, G4 —
состояния цепи Маркова (макросостояния системы). Обозначим через pij вероятность
того, что система Gi переходит в состояние Gj за один шаг, i, j = 1, 2, 3, 4. Имеем

p11 = o(ε), p12 = 1− 3ε+ o(ε), p13 = 3ε+ o(ε), p14 = o(ε), (4)
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p21 = 1− 3ε+ o(ε), p22 = o(ε), p23 = o(ε), p24 = 3ε+ o(ε), (5)

p31 = 0, p32 = ε+ o(ε), p33 = 1− 2ε+ o(ε), p34 = ε+ o(ε), (6)

p41 = 0, p42 = 1− 2ε+ o(ε), p43 = 2ε+ o(ε), p44 = o(ε). (7)

Состояния цепи Маркова образуют единственный непериодический класс сообщающих-
ся состояний и, следовательно, [25] существуют стационарные вероятности состояний
системы, не зависящие от начального состояния. Обозначим через pi стационарную ве-
роятность макросостояния Gi, i = 1, 2, 3, 4. Используя (4)–(7), получаем уравнения для
стационарных вероятностей макросостояний

p1 = (1− 3ε)p2 + o(ε), (8)

p2 = (1− 3ε)p1 + εp3 + (1− 2ε)p4 + o(ε), (9)

p3 = 3εp1 + (1− 2ε)p3 + 2εp4 + o(ε), (10)

p4 = 3εp2 + εp3 + o(ε), (11)

p1 + p2 + p3 + p4 = 1. (12)

Используя (8)–(12), получаем

p1 =
2

7
+ o(

√
ε), (13)

p2 =
2

7
+ o(

√
ε), (14)

p3 =
3

7
+ o(

√
ε), (15)

p4 = o(
√
ε). (16)

Если система находится в макросостоянии G1 или G2, то делают попытку переме-
ститься все частицы. Если система находится в макросостоянии G3, то происходит за-
держка одной из частиц. Отсюда, используя (13)–(16), получаем следующее утвержде-
ние.

Утверждение 1. Если N = 3, то при левоприоритетном прaвиле разрешения кон-

куренции средняя скорость частиц равна

v = v1 = v2 = v3 =
6

7
+ o(

√
ε).

Замечание. При четном N и правиле разрешения конкуренции, при котором кон-
куренцию выигрывает частица, находящаяся на контуре с четным номером (правило
чет-нечет) в соответствии с результатами, полученными в [16], средняя скорость класте-
ров равна

vi = 1− ε, i = 0, 2, . . . , N − 2,

vi =
3

4
− o(

√
ε), i = 1, 3, . . . , N − 1,

v =
7

8
− o(

√
ε).
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8. Стохастическая система с правилом длинного кластера

Рассмотрим вероятностную систему с правилом длинного кластера.
Пусть число контуров равно N и вероятность перемещения частицы равна 1 − ε

в предположении, что система находится в состоянии, соответствующем состоянию де-
терминированной системы, при котором частица перемещается.

Теорема 2. Для вероятностной системы с правилом длинного кластера средняя ско-

рость частиц равна

v = 1− ε+ o(ε), ε → 0.

⊳ Из состояния (0, . . . , 0) система переходит с положительной вероятностью за один
шаг в любое другое состояние и с положительной вероятностью остается в состоянии
(0, . . . , 0). Из любого состояния система с положительной вероятностью переходит в со-
стояние (1, . . . , 1), а из состояния (1, . . . , 1) система попадает в состояние (0, . . . , 0). Та-
ким образом, процесс работы системы представляет собой цепь Маркова с единственным
непериодическим классом состояний и, следовательно, существуют положительные ста-
ционарные вероятности всех состояний, не зависящие от начальных состояний системы.

Разобьем множество состояний системы на подмножества S0, S1, . . . , S[N/2], где
[N/2] — целая часть N/2, при этом Si — множество всех состояний x, для которых
l(x) = i, i = 0, 1, . . . , [N/2]. Обозначим через Pi стационарную вероятность того, что
система находится в состоянии, принадлежащем множеству Si.

Если система находится в состоянии из множества S0, то вероятность того, что на
следующем шаге система будет также находиться в состоянии, принадлежащем множе-
ству S0, равна 1 − Nε + o(ε), а вероятность того, что система перейдет в состояние,
принадлежащее S1, равна Nε+ o(ε), а вероятность того, что система будет в состоянии,
не принадлежащем S0 ∪ S1, равна o(ε), ε → 0. Вероятность перехода за один шаг из
состояния, принадлежащего Si, в состояние, принадлежащее Si−1, i = 2, . . . , [N/2], равна
1− o(

√

(ε)). Отсюда следует, что

P0 = 1−Nε+ o(ε), (17)

P1 = Nε+ o(ε), (18)

Pi = o(ε). (19)

Используя (17)–(19), получаем

v = P0 +
(N − 1)P1

N
+ o(ε) = 1− ε+ o(ε)

состояний, не зависящие от начальных состояний системы. ⊲

9. Сравнение спектров детерминированной

и стохастической бинарных цепочек

Множество возможных значений средней скорости частиц при различных начальных
состояниях системы называем спектром скоростей системы.

В соответствии с результатами, полученными в разделах 2, 8, при правиле длинного
кластера спектр средних скоростей как детерминированной, так и вероятностной систе-
мы содержит только значение 1.
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В соответствии с результатами [13] спектр детерминированной бинарной цепочки с ле-
воприоритетным правилом, которая содержит N контуров, состоит из значений

v = 1− k

N
, k = 0, 1, . . . , [N/3],

где [a] — целая часть числа a.
Среднее арифметическое значение средней скорости частиц по всем начальным со-

стояниям бинарной цепочки с левоприоритетным правилом при любом числе контуров N
в соответствии с результатами [16] равно 7/8, как и при правиле чет-нечет. При N = 3
имеются 5 начальных состояний, которые либо являются состояниями свободного движе-
ния, либо из этих состояний система попадает в состояние свободного движения, v = 1,
и 3 начальных состояния, при которых реализуется предельный цикл, на каждом шаге
которого не перемещается ровно одна частица из трех, v = 2/3 (эти состояния образуют
множество G3 в обозначениях раздела 7). На цикле со скоростью 2/3 система последо-
вательно находится в состояниях E3, E6 и E5. Состояния E1, E2, E4 не принадлежат
циклам. Система может находится в каком-либо из этих состояний только в начальный
момент. На цикле со скоростью 1 чередуются состояния E1 и E7. Спектр стохастической
цепочки содержит единственное значение v = 6/7 (лемма 1). Вероятность пребывания
стохастической системы в множестве состояний G3 равна 3/7 > 3/8 и в соответствии с
этим средняя скорость, равная 6/7, меньше чем усредненная по множеству состояний
средняя скорость для детерминированной цепочки, равная 7/8.

10. Заключение

Для детерминированной цепочки контуров найдено правило разрешения конкурен-
ции, оптимальное в следующем смысле. Из любого начального состояния система по-
падает в состояние свободного движения, которое оптимально в следующем смысле.
Из любого начального состояния система попадает в состояние свободного движения
за минимальный интервал времени. Рассматривается стохастический вариант системы.
В этом варианте вероятность реализации попытки частицы переместиться равна 1 − ε.
Доказано, что средняя скорость частиц стремится к 1 при ε → 0 для правила длинного
кластера. В предположении, что число контуров равно 3, исследовано асимптотическое
поведение системы при ε → 0 для левоприоритетного правила. Для этого правила сред-
няя скорость частиц не стремится к 1 при ε → 0.
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Abstract. A dynamical system that belongs to the class introduced by A. P. Buslaev is investigated. The
system contains N contours. There are two cells and one particle on each contour. For each contour there is one
common point, called a node, with each of the neighboring nodes. In the deterministic version of the system,
at any discrete moment, each particle moves to another cell if there is no delay. The delays are due to the
fact that two particles cannot pass through the node at the same time. If two particles tend to cross the same
node, then only one particle moves in accordance with a given rule of competition resolution. In the stochastic
version the particle tends to move in a state corresponding to the state of the deterministic system in which
the particle is moving. This attempt is implemented in the corresponding system with a probability of 1− ε,

where ε — is a small value. A rule for resolving competition, called the long cluster rule, is obtained, such that
this rule puts the system in such a state that all particles move without delay at the present moment and in the
future (the state of free movement), and the system gets into a state of motion in the shortest possible time.
The average number of vi displacements of a particle of the i-th contour per unit of time is called the average
velocity of this particle, i = 1, . . . , N. For the stochastic version of the system, the following is established
under the assumption that N = 3. For the long rule, the average particle velocities v1 = v2 = v3 = 1−2ε+o(ε)
(ε → 0). For the left-priority rule, according to which, in competition, the particle of the contour with the
lower number has priority, the average particle velocity v1 = v2 = v3 = 6

7
+ o(

√
ε).
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