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Аннотация. Рассматриваются решения двумерного уравнения четвертого порядка с бигармониче-
ским оператором и экспоненциальной относительно решения нелинейностью, являющегося аналогом
классического уравнения второго порядка Гаусса — Бибербаха — Радемахера, которое ранее рассмат-
ривалось многими авторами в связи с задачами геометрии поверхностей с отрицательной гауссовой
кривизной, динамики разреженного газа, теории автоморфных функций. Получены условия, при
которых решение не может существовать в круге достаточно большого радиуса. Показано, что гло-
бальные решения на плоскости могут существовать, только если коэффициент при нелинейности
вырождается в бесконечности со скоростью не меньше, чем exp{−|x|2 ln |x|}. Показано, что в про-
тивном случае среднее значение решения на окружности радиуса r должно было бы расти к +∞
с экспоненциальной скоростью при r → ∞. Методом нелинейной емкости Похожаева — Митидиери,
основанного на выборе подходящих срезающих пробных функций, доказывается невозможность су-
ществования такого растущего глобального решения. Также для решений в R

n, периодических по
всем переменным, кроме одной переменной x1, аналогичными методами получено отсутствие гло-
бальных решений при вырождении коэффициента при нелинейности со скоростью, медленней, чем
exp{−x

3

1}.
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1. Введение. Основные обозначения и определения.

Вспомогательные утверждения

Вопрос об отсутствии глобальных решений (о разрушении решений) уравнения Гаусса
∆u = k(x)eu, где k(x) > 0, и его обобщений рассматривался ранее различными автора-
ми [1–7]. Условия разрушения решений для такого уравнения сводятся к отсутствию
достаточно быстрого вырождения в бесконечности коэффициента k(x).

Бигармоническое уравнение с экспоненциальной нелинейностью ∆2u = k(x)eu,
x ∈ R

n, ранее рассматривалось во многих работах. Вопрос о существовании глобальных
решений рассматривался ранее в основном для радиально симметричных решений и при
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k(x) = const > 0. В [8] получено отсутствие глобальных решений соответствующего од-
номерного уравнения; при n = 2, 3 — отсутствие глобальных радиальных решений, удо-
влетворяющих условию eu ∈ L1(Rn). Для n = 4 установлено [9], что, если eu ∈ L1(R4), то
решение является радиально симметричным относительно некоторой точки при условии
u = o(|x|2), или может отличаться от радиально симметричного на квадратичную функ-
цию без этого условия. Существование таких нерадиальных решений показано в [10].
Для размерностей, превышающих порядок уравнения, т. е. при n > 5, глобальные ре-
шения также существуют, хотя их свойства различны [8, 11] для «малых» размерностей
5 6 n 6 12 и «больших» n > 13.

Рассматриваемое в данной работе нелинейное бигармоническое уравнение с экспо-
ненциальной нелинейностью

∆2u = k(x)eu, (1)

k(x) > 0, является обобщением классического уравнения Гаусса, или Гаусса — Бибер-
баха — Радемахера второго порядка. Рассматриваются классические решения уравне-
ния (1), т. е. принадлежащие классу C4. Положительная функция k(x) предполагается
непрерывной. Получены условия типа недостаточно быстрого вырождения коэффици-
ента при нелинейном члене на бесконечности, достаточные для отсутствия глобальных
решений. Аналогичные условия получены для решений в R

n, периодических по всем
переменным, кроме одной. Доказательства проводятся с использованием дифференци-
альных неравенств, которым удовлетворяют средние значения решений, и метода нели-
нейной емкости [12].

Отметим, что на рассматриваемые решения не налагаются никакие ограничения
по их структуре или поведению типа радиальной симметрии или конечности интеграла∫
eu dx.

Введем обозначения: x = (x1, x2) ∈ R
2, Qr = {x : |x| < r}, Sr = {x : |x| = r}.

Пусть u(r) = u(|x|) — среднее значение функции u(x) на окружности Sr:

u(r) =
1

2πr

∫

Sr

u ds.

Легко видеть, что, что для функций класса C1

u′(r) =
1

2π

d

dr

( 2π∫

0

u(r, θ) dθ

)
=

1

2π

2π∫

0

∂u(r, θ)

∂r
dθ =

1

2πr

∫

Sr

∂u

∂ν
ds, (2)

где ν = (ν1, ν2) — единичная внешняя нормаль к окружности Sr; здесь (r, θ) — полярные
координаты.

Очевидно, что для любой радиально симметричной функции ψ(|x|) и любой функции
v(x) справедливо равенство

∫

Qb\Qa

ψ(|x|)v(x) dx = 2π

b∫

a

rψ(r)v(r) dr. (3)

Хорошо известно [13], что для функций класса C2 оператор усреднения функции по сфе-
ре и оператор Лапласа коммутируют, т. е.

∆u = ∆u. (4)
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Тогда из (2) и (4) получаем
∫

Sr

∂

∂ν

(
∆u
)
ds = 2πr

(
∆u
)′
. (5)

Будем также использовать интегральное неравенство Иенсена для eu, как выпуклой
функции от u:

eu(r) 6
1

2πr

∫

Sr

eu ds.

2. Отсутстие глобальных решений на плоскости

Лемма 1. Пусть u(x) — глобальное решение уравнения (1) в R
2, пусть также для

всех x ∈ R
2 выполнено неравенство k(x) > k0 exp{−α(r)r

2 ln r}, r = |x|, k0 = const > 0,
α(r) > 0, α(r) → 0 при r → +∞. Тогда при всех r > r0 = const справедливо неравенство

u(r) > er.

⊳ Проинтегрируем уравнение (1) по кругу Qr:
∫

Sr

∂

∂ν

(
∆u
)
ds =

∫

Qr

k(x)eu dx,

или согласно (5)

r
(
∆u
)′

=
1

2π

∫

Qr

k(x)eu dx > c0 = const > 0, (6)

r > 1; здесь и далее ci = const > 0. Интегрируя от 1 до r, получим

1

r

(
ru′(r)

)′
≡ ∆u > c̃0 ln r, r > r1 = const > 0.

Тогда (
ru′(r)

)′
> c̃0r ln r, r > r1,

интегрируя от r1 до r, получаем

ru′(r) > c1r
2 ln r, r > r2 = const > 0.

Интегрируя неравенство u′ > c1r ln r от r2 до r, получим

u > c2r
2 ln r, r > r3 = const > 0. (7)

Еще раз используя (6), получим с учетом оценки снизу для k(x), интегрального нера-
венства Йенсена и неравенства (7), что при r > r3

r
(
∆u
)′
>

1

2π

r∫

r3

(∫

Sρ

k(x)eu ds

)
dρ >

k0
2π

r∫

r3

exp
{
− α(ρ)ρ2 ln ρ

}
(∫

Sρ

eu ds

)
dρ

> k0

r∫

r3

ρ exp
{
− α(ρ)ρ2 ln ρ

}
eu(ρ) dρ > c3

r∫

r3

ρ exp
{
− α(ρ)ρ2 ln ρ+ c2ρ

2 ln ρ
}
dρ.
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Если r4 > max{r3, e} таково, что α(ρ) < c2/2 при ρ > r4, то из предыдущего неравенства
получаем, что при r > r4

r
(
∆u
)′
> c3

r∫

r4

ρ exp

{
1

2
c2ρ

2 ln ρ

}
dρ > c3

r∫

r4

ρ exp

{
1

2
c2ρ

2

}
dρ.

Отсюда при r > r5 = const > 0 имеем

(
∆u
)′
>
c4 exp

{
1
2c2r

2
}

r
> c4 exp

{
1

3
c2r

2

}
> e2r.

Интегрируя, как и выше при переходе от (6) к (7), получаем u(r) > er при r > r0 =
const. ⊲

В дальнейшем будет достаточно использовать оценку

u(r) > rγ , γ = const > 2. (8)

Теорема 1. Пусть для всех x ∈ R
2 выполнено неравенство

k(x) > k0 exp
{
− α(r)r2 ln r

}
,

k0 = const > 0, r = |x|, α(r) > 0, α(r) → 0 при r → +∞. Тогда не существует глобального

решения уравнения (1) на плоскости.

⊳ Рассмотрим неотрицательную функцию ϕ(t) ∈ C4[0,+∞) такую, что ϕ(t) = 1 при
0 6 t 6 1; 0 < ϕ(t) < 1 при 1 < t < 2; ϕ(t) = 0 при t > 2; при этом для ее производных
при 1 6 t 6 2 выполнены неравенства

(
ϕ(j)(t)

)2
6 c0ϕ(t), (9)

j = 1, 2, 3, 4; c0 = const > 0. Эти неравенства выполнены, например, если ϕ(t) = (2 − t)κ

при 2− δ 6 t 6 2, κ > 8, 0 < δ < 1, и функция ϕ(t) монотонно убывает при 1 6 t 6 2− δ.
Неравенство (9) тогда очевидно при 2 − δ 6 t 6 2. При 1 6 t 6 2 − δ неравенство (9)
выполнено для некоторой постоянной c0 > 0 в силу равномерной отделенности функции
ϕ(t) от нуля при 1 6 t 6 2− δ.

Пусть ϕN (t) = ϕ(t/N), N ∈ N. Умножим обе части уравнения (1) на ϕN (|x|) и проин-
тегрируем по кругу Q2N . Учитывая, что для любой радиально симметричной функции
ψ(|x|) справедливо равенство

∆2ψ(|x|) =
4∑

j=1

ajψ
(j)(|x|)|x|j−4, aj = const,
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получаем, интегрируя по частям, учитывая (3) и простейшее неравенство a 6 a2/2+1/2,
∫

Q2N

k(x)eu(x)ϕN (|x|) dx =

∫

Q2N\QN

u(x)∆2ϕN (|x|) dx

=

∫

Q2N\QN

u(x)

4∑

j=1

ajϕ
(j)
N (|x|)|x|j−4 dx =

∫

Q2N\QN

u(x)

4∑

j=1

ajϕ
(j)
(
|x|/N

)
N−j |x|j−4 dx

= 2π

2N∫

N

ru(r)
4∑

j=1

ajϕ
(j)
(
r/N

)
N−jrj−4 dr 6 c1N

−4

2N∫

N

r|u(r)|
4∑

j=1

∣∣ϕ(j)(r/N)
∣∣ dr

6 c2N
−4




2N∫

N

ru2(r)

4∑

j=1

(
ϕ(j)(r/N)

)2
dr +

2N∫

N

r dr


 .

Учитывая оценки (9) производных срезающей функции ϕ, получаем

∫

Q2N

k(x)eu(x)ϕN (|x|) dx 6 c3N
−4




2N∫

N

ru2(r)ϕ(r/N) dr +N2


 . (10)

Учитывая оценку среднего значения (8) и интегральное неравенство Иенсена, получим,
что при N 6 r 6 2N , N > N0 = const,

ru2(r) 6 reu(r)/2 = re−u(r)/2eu(r) 6 r exp{−Nγ/2}eu(r) 6 exp{−Nγ/2}(2π)−1

∫

Sr

eu(x) ds.

Тогда из (10), учитывая, что при x ∈ Q2N \ QN имеем k(x) > c exp
{
− (2N)2 ln(2N) ×

supN6t62N α(t)
}
, c = const > 0, получаем, что

∫

Q2N

k(x)eu(x)ϕN (|x|) dx 6 c4N
−4


exp{−Nγ/2}

∫

Q2N \QN

eu(x)ϕN (|x|) dx +N2




6 c5N
−4


exp

{
−Nγ/2 + (2N)2 ln(2N) · sup

N6t62N
α(t)

} ∫

Q2N\QN

k(x)eu(x)ϕN (|x|) dx +N2


 .

Отсюда при γ > 2 и N > N(γ) получим
∫

Q2N

k(x)eu(x)ϕN (|x|) dx 6
1

2

∫

Q2N\QN

k(x)eu(x)ϕN (|x|) dx + c5N
−2,

т. е. ∫

Q2N

k(x)eu(x)ϕN (|x|) dx 6 2c5N
−2 → 0, N → ∞.

Таким образом, ∫

R2

k(x)eu(x) dx = 0,
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что невозможно, так как k(x) > 0. Полученное противоречие означает, что глобального
решения не существует. ⊲

Значительный «зазор» между доказанной в лемме 1 экспоненциальной оценкой сни-
зу для среднего значения u(r) и реально используемой в доказательстве теоремы 1 сте-
пенной оценкой (8) может создать впечатление возможности существенного ослабления
условия на коэффициент k(x). Однако оценка снизу для коэффициента k(x) в теореме 1,
лемме 1, требуемая и для выполнения неравенства (8), не может быть улучшена в следу-
ющем смысле. Она не может быть заменена на оценку k(x) > c1 exp{−c2r

2 ln r}, r = |x|,
c1, c2 = const > 0. Контрпримером может служить функция u(x) = (r2 + 1) ln(r2 + 1),
для которой

∆2u =
32

(r2 + 1)3
= k(x)eu,

где

k(x) =
32 exp

{
− (r2 + 1) ln(r2 + 1)

}

(r2 + 1)3
.

3. Отсутствие в R
n глобальных решений,

периодических по всем переменным, кроме одной

Пусть x = (x1, x2, . . . , xn) = (x1, x̂) ∈ R
n, x̂ = (x2, . . . , xn), Ω = {x :

−∞ < x1 < +∞, 0 < xi < 1, i = 2, . . . , n}, Ω(a, b) = Ω ∩ {x : a < x1 < b}, St = Ω ∩ {x :
x1 = t}, u(t) =

∫
St
u(x) dx̂. Будем рассматривать 1-периодические по x2, . . . , xn решения

уравнения (1). Функция k(x) предполагается 1-периодической по x2, . . . , xn. По существу
будут рассматриваться решения уравнения (1) в бесконечном в обе стороны цилиндре Ω
с граничными условиями периодичности на боковой поверхности.

Интегральное неравенство Иенсена по St имеет вид

eu(t) 6

∫

St

eu dx̂.

Лемма 2. Пусть u(x) — глобальное 1-периодическое по x2, . . . , xn решение уравне-

ния (1), где k(x) > 0 — 1-периодическая по x2, . . . , xn функция. Пусть также для неко-

торого t∗ выполнено неравенство u ′′′(t∗) > 0. Тогда для всех t > t0 = const справедлива

оценка

u(t) > c0t
3, c0 = const > 0.

⊳ Без ограничения общности можно считать, что t∗ = 0. Проинтегрируем уравне-
ние (1) по Ω(0, t), где t > 0:

u ′′′(t) = u ′′′(0) +

∫

Ω(0,t)

k(x)eu dx.

Используя неравенство u ′′′(0) > 0, получим при t > 1

u ′′′(t) >

∫

Ω(0,t)

k(x)eu dx > c1 = const > 0.

Отсюда следует утверждение леммы при t > t0 = const > 0. ⊲
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Теорема 2. Пусть для всех x ∈ R
n 1-периодическая по x2, . . . , xn функция k(x)

удовлетворяет неравенству

k(x) > k0 exp{−α(x1)|x1|
3},

где α(x1) > 0, α(x1) → 0 при x1 → ±∞; k0 = const > 0. Тогда не существует глобального

1-периодического по x2, . . . , xn решения уравнения (1).

⊳ Пусть такое решение u(x) существует. Предположим, что

u ′′′(0) > 0.

Очевидно, что u ′′′(t) > 0 для всех t > 0. Из леммы 2 получаем, что eu(t)/2 > u2(t) при
t > t0. Тогда, интегрируя уравнение (1) по St и применяя интегральное неравенство
Йенсена, получаем

u(4)(t) =

∫

St

k(x)eu dx̂ > k0 exp{−α(t)t
3}

∫

St

eu dx̂

> k0 exp{−α(t)t
3}eu(t) > eu(t)/2 > u2(t), t > t1 > 0.

В [12, с. 10–11] методом нелинейной емкости показано, что функция u(t), удовлетворя-
ющая неравенству u(4)(t) > u2(t) при t > t1 > 0, может быть определена на полупрямой
t > t1 только при условии u ′′′(t1) < 0, что невозможно при условии u ′′′(0) > 0. Итак,
u ′′′(0) < 0. Сделав в уравнении (1) замену x1 → x̃1 = −x1, получаем, что u ′′′(0) > 0. Про-
тиворечие доказывает, что глобального решения, 1-периодического по x2, . . . , xn, не су-
ществует. ⊲

Условие на убывание коэффициента k(x) при |x| → ∞ также не может быль улучшено
и заменено на оценку k(x) > c1 exp{−c2|x1|

3}, c1, c2 = const > 0. Для функци u(x) =
(x21 + 1)3/2 имеем

∆2u =
9

(x21 + 1)5/2
= k(x)eu,

где

k(x) =
9 exp

{
−(x21 + 1)3/2

}

(x21 + 1)5/2
.
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Abstract. We consider solutions of a two-dimensional fourth-order equation with a biharmonic operator
and a non-linearity exponential with respect to the solution, an counterpart of the classical Gauss–Bieberbach–
Rademacher second-order equation, which was previously considered by many authors in connection with
problems of the geometry of surfaces with negative Gaussian curvature, rarefied gas dynamics, and the theory of
automorphic functions. Conditions are obtained under which a solution does not exist in a circle of sufficiently
large radius. It is shown that global solutions on the plane can exist only if the coefficient of nonlinearity
degenerates to infinity at a rate not less than exp{−|x|2 ln |x|}. It is shown that otherwise the mean value
of the solution on a circle of radius r would have to grow to +∞ with an exponential rate as r → ∞. The
Pokhozhaev–Mitidieri nonlinear capacity method, based on the choice of appropriate cutting test functions,
proves the impossibility of the existence of such a growing global solution. Also, for solutions in R

n that
are periodic in all variables except for one variable x1, the absence of global solutions is obtained by similar
methods when the coefficient degenerates under nonlinearity at a rate slower than exp{−x

3

1}.
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